Changement de variable
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Solutions (solutions détaillées en page 2)
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Solutions détaillées

1
1. La fonction ¢ — e’ —1 est continue sur [1, 2], a valeurs dans R* et la fonction z — \T est continue
x
L ot conti [1,2] et la fonction ¢ — e t
———— est continue sur [1, 2] et la fonction es
et —1 (3+et)vel —1
continue sur [1,2] comme produit et quotient, donc le dénominateur ne s’annule pas sur [1,2], de

et

2
fonctions continues sur [1, 2], donc l'intégrale / Gio est bien définie.
1 e

et —1
De plus, la fonction t — /et — 1 est une bijection de classe C! de [1,2] suf [v/e — 1,ve2 — 1] et on
a, pour tout ¢ € [1,2] et pour tout u € [ye — 1,Ve? — 1] :

u=+et —1t=In1+u?),

sur R* , donc la fonction ¢

2u

-~ du :
u? + 1 Y

donc, en effectuant le changement de variable u = Vet — 1, dt*=

/V e?~1 1 + u2 2u
du

2 t
(§]
= X
/1(3+et)\/ef—1 Vo1 (@+uPu 14 u?

et donc :

™
2. La fonction t — [1 + cos?(t)] sif(¢) est continue sur [0, 7] donc 'intégrale / [1 + cos®(t)] sin(t) dt
0

est bien définie. De plus la fonétion cos est de classe C! sur [0, 7] avec :
cos(0) =1 et cos(m)=—1,
donc on obtient, en efféctuant le changement de variable u = cos(t), du = —sin(¢) d¢ :
s -1
/ 1+ cos?(1)] sin() dt = / (1+ u?)(—du)
0 1
1
= / (1 + %) du
-1
[+5]
= U —_—
314

et donc :

/7r 1+ COSz(t)] sin(t)dt = =
0
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Notons déja que la fonction ¢ — /1 — t2 est continue sur [0, g] donc l'intégrale / V1—t2dt
0

existe.
T
Comme la fonction cos est de classe C! et strictement monotone sur [0, 5} avec :

cos(0) =1 et cos(%) =0,

on en déduit, en effectuant le changement de variable ¢ = cos(f), dt = —sin(6) dé :

0 0
_ /0 \/sin2(6) sin(6) d6

7
et comme la fonction sin est positive sur [0, 5} :

/ﬂdt /sm (6) do

_/2 1 —cos(20) 40
0 2

_ B ( sinfﬁ)]j

et finalement :

1
/ V1—t2dt =~
0

t Lt
; est continue sur [0, 1], donc 'intégrale / \—{t dt existe. De plus, la fonction
0

} eton a :

La fonction ¢ — 1
x + tan?(z) est de classe C! et strictement monotone sur [0, %
tan’(0) =0 et tan (

et donc, en effectuant le changement de variable ¢t = tan?(x), dt = 2tan(z)[1 + tan?(x)] dx, on
obtient :

idt = /4 L(ﬁ)‘ x 2tan(z)[1 + tan®(z)] dz
o L+t o 1+ tan?(x)

jus

4 2
:/ 2tan”(x) dz
0

et donc :

1
t

/ Ldt_z_f

) 1+t 2
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1 1 1 2 =1 1
5. La fonction ¢ — — sin| — | est continue sur |—, —| donc 'intégrale / — sin( — | dt existe. De
12 t T 1 2 t

1 1 2
plus la fonction t — n est de classe C! sur [, ] donc on obtient, en effectuant le changement

o
1 dt

de variable u = —, du = —— :
t 2

et donc :
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