
Limites de fonctions (3)
Solutions des exercices

Solutions (solutions détaillées en page 2)

1. lim
x→0

cos(x)− 1

x
= 0.

2. lim
x→+∞

sin(x) + 1

x2 + x+ 1
= 0.

3. lim
x→+∞

x2 cos
(
1

x

)
= 0.

4. lim
x→0

tan(x2)
x

= 0.

5. lim
x→+∞

(
x2 + 1

)
Arctan

(
1

x

)
= +∞.
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Solutions détaillées

1. On a :
cos(x)− 1 ∼

x→0
−x2

2

donc :
cos(x)− 1

x
∼

x→0
−x

2

et :

lim
x→0

cos(x)− 1

x
= 0

2. On a :

∀x ∈ R+,

∣∣∣∣ sin(x) + 1

x2 + x+ 1

∣∣∣∣ ⩽ |sin(x)|+ 1

x2 + x+ 1

⩽ 2

x2 + x+ 1

Or on a :
lim

x→+∞

2

x2 + x+ 1
= 0

donc, d’après le théorème de l’encadrement :

lim
x→+∞

sin(x) + 1

x2 + x+ 1
= 0

3. On a :
∀x ∈ R∗,

∣∣∣∣x2 cos
(
1

x

)∣∣∣∣ ⩽ x2

Or on a :
lim
x→0

x2 = 0

donc, d’après le théorème de l’encadrement :

lim
x→+∞

x2 cos
(
1

x

)
= 0

4. On a :
∀x ∈

]
−π

2
,
π

2

[
, tan(x2) = sin(x2)

cos(x2)
Or on a :

lim
x→0

x2 = 0

et :
sin(u) ∼

u→0
u et cos(u) ∼

u→0
1

d’où :
tan(x2) ∼

x→0
x2

On a ainsi :
tan(x2)

x
∼

x→0
x
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d’où :

lim
x→0

tan(x2)
x

= 0

5. On a :
tan(u) = sin(u)

cos(u) ∼
u→0

u et lim
t→0

Arctan(t) = 0

donc :
tan(Arctan(t)) ∼

t→0
Arctan(t)

c’est-à-dire :
Arctan(t) ∼

t→0
t

Or on a :
lim

x→+∞

1

x
= 0

d’où :
Arctan

(
1

x

)
∼

x→+∞

1

x

On en déduit : (
x2 + 1

)
Arctan

(
1

x

)
∼

x→+∞
x

d’où :

lim
x→+∞

(
x2 + 1

)
Arctan

(
1

x

)
= +∞
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