Variables aleatoires a densite

ECG Maths Approfondies
Semestre 3

Dans tout ce chapitre, on considére un espace probabilisé (2,4, P) sur lequel toutes les variables aléatoires
envisagées sont supposées définies.

A. Définition et premieres propriétés

A.1. Fonction de répartition

Définition 35.1

On appelle variable aléatoire a densité toute variable aléatoire X dont la fonction de répartition Fx
est continue sur R et de classe C! sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points.

Remarque Si X est une variable aléatoire a densité, X (£2) est infini non dénombrable. En pratique, pour
les variables aléatoires & densité, il est rare que lon cherche & déterminer précisément X ().

Proposition 35.2

Si X est une variable aléatoire & densité, alors : Vo € R, P(X =) =

Preuve Supposons que X soit une variable aléatoire a densité. On sait (cf. chapitre 28. Généralités sur
les variables et vecteurs aléatoires) que :

VeeR, P(X =2)=P(X <2)-P(X <x)
=P(X <z)— lim P(X <)
t—x—

De plus, comme la fonction de répartition de X est continue sur R, on a :

Ve e R, lim P(X <t)=P(X < x)

t—a—
d’ou :
VeeR, P X =2)=P(X <) -P(X<x)=0
O
Remarque Par conséquent, si X est une variable aléatoire a densité, on a :

VeeR, P(X <z2)=PX <z2) et PX =2)=PX >x)

Proposition 35.3

Soit F' une fonction définie sur R, a valeurs dans R. F' est la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité si et seulement si :

i. F est continue sur R,
ii. F est de classe C! sur R, éventuellement privé d’un ensemble fini de points,
141. F' est croissante sur R,

iv. lim F(z)=0et lim F(z)=1.
T—r—00 T—r+00




2 35. Variables aléatoires a densité

Exercice 35.1  Soit F' la fonction définie sur R par :

1 1
Ve e R, F(z) = 3 + — arctan(x)
T

Prouver que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.

Remarques a. Sion sait déja que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire, il suffit de prouver
les points 7 et it pour prouver que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité.

b. Quand on doit déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité, il
est donc nécessaire que celle-ci vérifie les points précédents. Par conséquent, une fois cette
fonction trouvée, il peut donc étre utile de s’assurer au brouillon que celle-ci est bien continue
et croissante sur R, de classe C! sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points,
et qu’elle tend bien vers 0 en —oco et vers 1 en +oo pour s’assurer de la vraisemblance du
résultat.

A.2. Densité

Définition 35.4

Si X est une variable aléatoire a densité de fonction de répartition Fx, on appelle densité de X toute fonc-
tion fx définie et positive sur R et telle que fx (z) = F% (z) pour tout x appartenant a R éventuellement
privé d’un ensemble fini de points.

Remarques a. Si X est une variable aléatoire a densité, elle admet plusieurs densités (et méme une infinité).
En effet, si f est une densité de X, il suffit de changer la valeur de f en un point (du moment
que 'on donne une image positive) pour obtenir une autre densité de X. Il convient donc de
parler d’'une densité et non de la densité de X. Toutefois, on remarquera que deux densités
d’une méme variable aléatoire ne différent entre elles qu’en un nombre fini de points.

b. Quand Fx est dérivable sur R, on choisit en général fy = F%. Il arrive dans ce cas que 'on
parle de la densité de X.

Exercice 352  Soit X une variable aléatoire a densité admettant pour fonction de répartition la fonction F
définie sur R par :

1 1
Ve e R, F(z) = 3 + = arctan(z)

Déterminer une densité de X.

Proposition 35.5

Soit f une fonction définie sur R et a valeurs dans R. f est une densité de probabilité si et seulement si :
1. [ est positive sur R,

7. [ est continue sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points,

+o0o +oo
. / f(t) dt converge et : / f(t)dt = 1.

—00 — 00

Exercice 353  Soit f la fonction définie sur R par :
0 siz <0
1 .
Vo e R, f(z) = m si0<zx<1
1
3 siz>1

Montrer que f est une densité de probabilité.
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A. Définition et premieres propriétés 3

Remarques a. Attention, une densité de probabilité n’est pas nécessairement continue par morceaux sur R,
comme le prouve 'exercice précédent.

b. Comme le montre I’exemple précédent également, si on veut prouver que f est une densité
+oo

de probabilité, il ne faut pas oublier que 'intégrale / f(t)dt est certes impropre en —oo
— 00
et +00, mais elle peut également avoir d’autres problemes de convergence.
c. Si on veut montrer que f est une densité de probabilité et si f n’est pas continue en a, il
n’est pas nécessaire de chercher ses limites éventuelles en a a gauche et en a a droite.

d. Quand on doit déterminer une densité d’une variable aléatoire & densité, il est donc nécessaire
que celle-ci vérifie les points précédents. Par conséquent, une fois cette fonction trouvée, il

peut étre utile de s’assurer au brouillon que celle-ci est bien positive sur R, continue sur R
+oo

sauf peut-étre en un nombre fini de points et que I'intégrale / f(t)dt converge et vaut 1.

— 00

Proposition 35.6

Si X est une variable aléatoire & densité, de fonction de répartition Fx et de densité fx, alors :
i. VeeR, P(X<a)=PX <z)=Fx(z)= / fx (t)dt,
+oo

i VreR, IP’(X>x):IP’(X>x):1fFX(o:):/ Fx(t)dt,

x

iii. ¥(a,b) €R? / a <b, Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) :/be(t)dt,

Remarque D’apres B52, on a donc plus généralement, si (a,b) est un couple de réels tel que a < b :

Pla < X

N
=
I

b
]P’(agX<b):]P’(a<X<b):IP’(a<X<b):/ fx(t)dt

Proposition 35.7

Si X est une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition Fx et de densité fx, alors :

fz(x) = Fi(x) pour tout réel x en lequel fx est continue

Preuve Soit X une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition F' et dont une densité est f.
Soit xg un point en lequel f est continue. Comme f est continue sur R, sauf peut-étre en un
nombre fini de points, il existe un réel a > 0 tel que f soit continue sur [xg — a, xg + a]. On a
alors, d’apres la relation de Chasles :

vz € R, FX(x):/IO_af(t)dt—k/w Ft)dt

—00 To—a

xr
De plus, comme f est continue sur [zg — «, zg + a], la fonction = — / f(t)dt en est une
To—«

primitive sur cet intervalle, donc y est dérivable.

Tro—«Q
Ainsi, comme / f(t) dt est indépendant de z, Fx est dérivable en zg et : Fi (xo) = f(z0)-
—o00
O
Remarques a. En particulier, si X est une variable aléatoire admettant une densité fx continue sur R, alors

la fonction de répartition Fy de X est de classe C* sur R et : fi = fx.

b. Si X est une variable aléatoire a densité, toute densité de X est continue sur R sauf peut-étre
en un nombre fini de point donc, si fx est une densité de X, il existe un ensemble fini F tel
que Fx soit dérivable sur R\ E et :

Ve e R\ E, Fi(z) = fx(x)
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35. Variables aléatoires a densité

=N

A.3. Exemples simples de fonctions de variables aléatoires a densité

Théoreme 35.8

Soit X une variable aléatoire & densité et fx une densité de X. Pour tout couple (a,b) de réels tel que
a#0,Y = aX + b est une variable aléatoire a densité, dont une densité est la fonction fy définie par :

Yy ER, fyr(y) = 1fx<y_b)

|al a

Exercice 354 Démontrer le théoréme BAR.

Théoreme 35.9

Soit X une variable aléatoire a densité et fx une densité de X.

Si ¢ est une fonction de classe C! et strictement monotone sur X (2), a valeurs dans R et dont la dérivée
ne s’annule pas, alors Y = ¢ o X est une variable aléatoire a densité admettant pour densité la fonction
fy définie par :

Ixoe™ ) x [(¢™)(y)| siyeY(Q)

0 sinon

VyeR, fy(y) = {

Remarque A propos des fonctions de variables aléatoires & densité, le programme stipule « les candidats
devront savoir calculer la fonction de répartition et [une] densité de aX + b [et] devront savoir
retrouver les lois de X2 et p(X) avec ¢ de classe C! et strictement monotone sur X () ». Plus
que le résultat, il est donc essentiel de parfaitement en maitriser la démonstration.

Preuve Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. On note F'x et Fy les fonctions de
répartition respectives de X et Y. Pour plus de simplicité, on suppose que X (Q2) = Ja,b[ =T
(avec —0co < a < b < +00), que ¢ est de classe C! sur I et que ¢’ est strictement positive sur I.
Compte tenu des hypotheses, Y est une application de €2 dans R et ¢ est une bijection stric-
tement croissante de X (9) sur Y(2) donc Y(2) est lintervalle ouvert J = Jo, 8] dont les
extrémités sont :
a=lim p(x) et F= lim ¢(x)

r—at T—b—

1 1

De plus ¢! est de classe C! sur J. Par ailleurs, on a, ¢! étant strictement croissante :
Vyed, [V <yl =[X <¢ ()

et, si o et/ou S est fini :

Vy<a, [Y<yl=2 et Vy=8 [Y <y]=Q
Comme X est une variable aléatoire sur (€2,.4), on en déduit que :

VyeR, Y <yleA

donc Y est une variable aléatoire sur (£2,.4) et on a :

Vyed, Fy(y) =P(X <o '(y) = Fx o9 ' (y)
et, si o et/ou S est fini :

Vy<a, Fy(y)=0 et Yy=p, Fy(y) =1

Or, comme X est une variable aléatoire a densité, sa fonction de répartition F'x est continue
sur R et de classe C! sur R\ E o E est un ensemble fini. Par conséquent, comme ¢! est de
classe C! sur J, Fy est continue sur J (et on montrerait simplement que, si « est réel, Fy est
continue et nulle en « et que, si B est fini, Fy est continue et égale & 1 en §) donc sur R. De
méme, Fy est de classe C! sur J privé de B ot E' = {y € J / ¢~} (y) € E} est fini.

Finalement, Y est donc une variable aléatoire a densité, dont une densité est obtenue en dérivant
Fy en tout point de dérivabilité et en prenant une valeur positive arbitraire en tout autre point,
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B. Moments d'une variable aléatoire a densité 5
donc par exemple la fonction fy définie par :
fxoe ' (y) x [(¢™1) (y)| siyeY(Q)
Vy € R, fy(y)={ | | .
0 sinon
U
Remarque On pourra retenir en particulier le résultat suivant :

Proposition 35.10

Soit X une variable aléatoire de densité fx. Y = X? est une variable aléatoire a densité, de densité fy
définie par :

[fx (V) + Ix(=v5)] siy>0

0 sinon

VyER, fy(y) =14 2V¥

B. Moments d'une variable aléatoire a densité

B.1. Espérance

Définition 35.11

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. On dit que X admet une espérance si l'intégrale
+oo
/ tfx (t) dt est absolument convergente. Dans ce cas, ’espérance de X, notée E(X), est définie par :
—o0
+oo
E(X) = / tfx(t)dt
— 00

Lorsque 'espérance de X est nulle, on dit que X est une variable aléatoire centrée.

Exercice 35.5  Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f définie par :

0 siz <0
1 .
Vz €R, f(z)= i/ si0<z<1

— siz>1
3

Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 35.6  Soit X une variable aléatoire admettant pour fonction de répartition la fonction F' définie sur
R par :

1 1
Ve e R, F(z) = 3 + — arctan(z)
T

Etudier Pexistence de I'espérance de X.

Proposition 35.12

Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, alors :
i. si X est une variable aléatoire positive, alors : E(X) > 0 (positivité de I'espérance),

it. pour tout couple (a,b) de réels, aX + b admet une espérance et :

E(aX +b) = aE(X) + b (linéarité de I'espérance)
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6 35. Variables aléatoires a densité

B.2. Théoreme de transfert

Théoréeme 35.13 » Théoreme de transfert

Soit X une variable aléatoire & densité, de densité fx. On suppose que X (2) est un intervalle d’extrémités
a et b telles que —oco < a < b < +oo.

Si ¢ est une fonction définie sur X (2) et continue sur X (€2) éventuellement privé d’un ensemble fini, alors
b

Y = ¢oX admet une espérance si et seulement si 'intégrale / ©(t) fx (t) dt est absolument convergente
a
et, dans ce cas :

E(p(X)) = / () fx(b)dt

a

Preuve On démontre ce théoréeme dans le cas ol ¢ est de classe C! sur X (Q) et ¢’ est strictement
positive sur I. D’apres le théoreme B5U, on sait déja que, dans ce cas, Y est une variable
aléatoire a densité admettant pour densité la fonction fy définie par :

fxoe ) ) (y) siyeY(Q)
0 sinon

vy eR, fy(y) = {

On note alors :
a= lim p(t) et B= lim ¢(t).
t—b—

t—at

B
On peut alors écrire que Y admet une espérance si et seulement si I'intégrale / yfy (y) dy, c’est-
(63

B
a-dire l'intégrale / y fxop t(y) (1) (y)dy est (absolument) convergente. Comme ¢ est une

«@
bijection de classe C* de ]a, b[ sur ], B[, on en déduit, en effectuant le changement de variable
b

t = Hy), dt = (¢ 1) (y)dy, que E(Y) existe si et seulement si I'intégrale / o(t) fx(t)dt
est (absolument) convergente et que, dans ce cas : ‘

b
B(Y) = / () Fx () dt.

O

Remarques a. Attention, le théoréme de transfert ne garantit pas I'existence de 'espérance de ¢ o X. Pour
Putiliser, il s’agira donc toujours de justifier son existence, soit avec la définition (si on connait

b
une densité de ¢ o X, soit en prouvant 1’absolue convergence de l'intégrale / o(t) fx () dt.
a

b. Dans ce théoreme, il est fondamental de ne pas oublier ’absolue convergence, qui n’équivaut
en général pas a la convergence simple dans ce cas.

¢. On pourra remarquer que ce résultat implique ’équivalence entre ’existence de ’espérance
de X et de celle de |X].

B.3. Moments d'une variable aléatoire a densité

Définition 35.14

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx et r € N*. On dit que X admet un moment
d’ordre r si X" admet une espérance (c’est-a-dire, d’apres le théoréme de transfert, si 'intégrale
fj;o t" fx (t) dt est absolument convergente). Dans ce cas le moment d’ordre r, noté m,(X) est défini
par :

+oo
me(X) =E(X") = / £ fx(t) dt
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B. Moments d'une variable aléatoire a densité 7

Remarque Comme fx est une densité de probabilité, elle est positive sur R donc la fonction ¢ — " fx (¢)
400
est positive sur RT et de signe constant sur R™. Par conséquent, I’intégrale / t" fx(t)dt est
—0o0

absolument convergente si et seulement si elle est convergente.

Exercice 35.7  Soit X une variable aléatoire & densité et r un entier naturel non nul. On suppose que X admet
un moment d’ordre r. Montrer que, pour tout p € [1,7], X admet un moment d’ordre p.

B.4. Variance. Ecart-type

Définition 35.15

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. On dit que X admet une variance si X admet
une espérance et si X — E(X) admet un moment d’ordre 2. Dans ce cas, la variance de X, notée V(X),

est définie par :
+oo

V(X) = E((X - E(X))?) = / (t — E(X))? fx(t) dt

— 00

Si X admet une variance, on appelle écart-type de X le réel o(X) défini par :

Lorsque la variance de X est égale a 1, on dit que X est une variable aléatoire réduite.

Remarques a. De méme que pour 'espérance, on retiendra qu'une variable aléatoire peut ne pas admettre
de variance et qu’il est donc fondamental d’en prouver l'existence avant d’envisager de la
calculer.

b. Se souvenir que, par définition de la variance, quand elle existe, est toujours positive.

¢. Il est rare que la définition soit utile : pour calculer la variance d’une variable aléatoire a
densité, quand elle existe, on utilise le plus souvent la proposition B514.

d. L’expression de V(X)) sous forme d’intégrale est une conséquence immédiate du théoréme de
transfert.

Exercice 35.8  Soit X une variable aléatoire & densité admettant une espérance et une variance. Prouver que :
V(X) > 0.

Proposition 35.16

Soit X une variable aléatoire & densité.
X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2.

Preuve ¢ On suppose que X admet une variance et on note f une densité de X. Dans ce cas, X admet
une espérance et les intégrales

“+o00 +oo +o0 9
/ £(t) dt, / L) dE et / (t — B(X))? f(t) dt
sont convergentes. De plus, on a :
vt e R, £2f(t) = (t —B(X))” f(t) + 2t B(X) f(t) — (B(X))* f(1)
“+o0
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / t2 f(t) dt est convergente, donc que X admet

— 00
un moment d’ordre 2.
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8 35. Variables aléatoires a densité

¢ Supposons que X admette un moment d’ordre 2. On a vu dans ’exercice 29.7 qu’alors X
admet une espérance. Ainsi, les intégrales

/:O f(t)dt, /:O tf(t)dt et /:o 2£() dt

sont convergentes. De plus, on a :

Vi€ R, (t—E(X))* f(t) = £*f(t) — 20 E(X) £(t) + [E(X)]" f(2)

“+o0
ce qui nous permet d’affirmer que U'intégrale / (t —E(X))? f(t) dt est convergente, donc que
— 00

X admet une variance.
O

Proposition 35.17 » Formule de Koenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire & densité.
Si X admet une variance, alors :
V(X) =E(X?) - [E(X))?

Preuve D’apreés B8, comme X admet une variance, E(X?) et E(X) existent. Ainsi, les intégrales
+o00 +oo o0 +oo 2
/ f(t)dt, / tf(t)dt, / t2f(t)dt et / (t—E(X))” f(t)dt

sont toutes convergentes et, par linéarité de l'intégration :

+o0 9 o0 9
[ -0 sma= [ (£60 - 2B £0) + BOOP £(0) d

:/+Oot2f(t)dt—2E(X) /+ootf(t)dt+[E(X)]2/+oo F(t) dt

= E(X?) - 2E(X)E(X) + [E(X)]* x 1
E(X?) - [E(X))?

Proposition 35.18

Si X est une variable aléatoire & densité admettant une variance, alors, pour tout (a,b) € R?, aX + b
admet une variance et :
V(aX +b) = a®> V(X)

C. Lois usuelles

C.1. Loi uniforme sur un intervalle

Dans cette partie, a et b sont deux réels tels que : a < b.

Proposition 35.19

Soit f la fonction définie sur R par :

1
1 i b
Vr € R, f(x):f]l[a,b](x): b—a sz € [a,b]
b—a 0 sinon

f est une densité de probabilité.
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C. Lois usuelles

Preuve f est positive sur R, continue sur |—oo, a[, |a, b[ et ]b, +00[ (donc sur R privé d'un nombre fini
+oo
de points). De plus, f étant continue sur [a,b] et nulle en dehors, l'intégrale / f(t)dt est

[ i [ ra= [

donc f est une densité de probabilité.

O
Définition 35.20

On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] (notée U([a,b])) si elle admet pour densité la fonction f
définie par :

convergente et :

1 siz € |a,b
Vz € R, f(x):b—ﬂ[awb](x): b—a 2,5
e 0 sinon
Remarques a. A lalecture d’un énoncé, attention & ne pas confondre loi uniforme & densité (sur un intervalle)

et loi uniforme discréte (sur une partie finie de Z).

b. On rappelle que, si F est une partie de R, 1 g désigne la fonction indicatrice de F, c’est-a-dire
la fonction définie par :

1 sizeF

Vo € R, HE(x):{O SidE

Proposition 35.21

Si X suit la loi uniforme sur [a, b], alors sa fonction de répartition est définie par :
0 siz<a
r—a
VeeR, P(X <x)= b six € [a,b]
—a
1 six>b
Preuve Comme X suit la loi uniforme sur [a, b, elle admet pour densité la fonction f définie par :
—— siz€lab
VieR, fz)=db—a STE0
0 sinon
On a alors : N
Vo € R, P(Xéx):/ fe)de
—o0
donc :

Vme]—oo,a[,IE”(ng):/ 0-dt

— 00

et d’apres la relation de Chasles :

a x dt
VxE[a,b],P(ng):/ 0-dt+ a
_z-—a

T b—ua

a b x

/ 0-dt+/ i+/ 0-dt
— 00 a b—a b

1

YV € )b, +o00[, P(X < )

O
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10 35. Variables aléatoires a densité

Proposition 35.22

Si X suit la loi uniforme sur [a,b], X admet une espérance et une variance et :

a+b (b—a)?
E(X) = et V(X)=-—"—
Exercice 35.9  Démontrer la proposition BA22.
Remarque Attention, si a et b sont deux entiers, si X suit la loi uniforme discréte sur [a,b] et si Y suit
la loi uniforme & densité sur [a,b], X et Y admettent la méme espérance mais pas la méme

variance.

Proposition 35.23

Si X est une variable aléatoire alors :

X=U(0,1]) <= a+ (b—a) X — U([a,b])

Remarque Ce résultat est une conséquence immédiate de BE3.

C.2. Loi exponentielle

Dans cette partie, A est un réel strictement positif.
Proposition 35.24
Soit f la fonction définie sur R par :

Ae ™™ gz >0

0 sinon

Ve €R, f(x) = Ae M lpy(x) = {

f est une densité de probabilité.

Preuve f est positive sur R, continue sur R* et R% (donc sur R privé d’un nombre fini de points).
—+o0 +oo
De plus, f étant nulle sur R* | les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt ont méme nature et
—o00 0

valeur en cas de convergence. Par ailleurs, la restriction de f & RT est continue et on a :

v:ceRt/ f(t)dt://)\e_”dt
0 0

_ —At]®

- [—e ]0

=1—e
d’ou

xr
li =1
A fy SO
+o00

ce qui prouve que l'intégrale f(t)dt converge et vaut 1, nous permettant finalement d’af-

0
firmer que f est une densité de probabilité.
O
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C. Lois usuelles 1"

Définition 35.25

On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre A (notée £(N)) si elle admet pour densité la
fonction f définie par :

Ae ™ gz >0

0 sinon

Proposition 35.26

Si X suit la loi exponentielle de parametre A, alors sa fonction de répartition est définie par :

Vr € R, f(z) = Ae gy (z) = {

0 sixzx <0

Ve eR, P(X <x)= [
1—e™® siz>0

Remarque Les calculs ont été faits dans la preuve de B524.

Proposition 35.27

Si X suit la loi exponentielle de parametre A, X admet une espérance et une variance et :

1

]E(X)z% et V(X)=

Exercice 35.10 Démontrer la proposition B524.

Proposition 35.28

Si X est une variable aléatoire alors :

X<—>8(1)<:>§X<—>5()\)

Remarques a. Ce résultat est une conséquence immédiate de Ba=S.
b. En cas de doute sur la formule, il suffit de penser a vérifier & ’aide de la valeur de ’espérance.

Théoréeme 35.29 » Absence de mémoire

Soit X une variable aléatoire & densité, a valeurs dans R et telle que :
VeeRY, P(X >x)#0
X suit la loi exponentielle si et seulement si sa loi est sans mémoire, c’est-a-dire si et seulement si :

V(l‘,y) € (Ri)27 IP[X>»L](X > +y) = ]P)(X > y)

Exercice 35.11 On se propose de démontrer la proposition et ’on considere une variable aléatoire a densité
X A valeurs dans R et telle que :

Ve e Ry, P(X >x2)#0
1. On suppose que X suit une loi exponentielle. Démontrer que :
V(z,y) € (RY)?, Pixsq(X > +y) =P(X > y)
2. Réciproquement, on suppose que :
V(z,y) € (R})?, Pxsqg(X >z +y) =P(X >y)
et on note G la fonction définie par :

Vr e R, G(z) =P(X > 1)
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12 35. Variables aléatoires a densité

(a) Justifier que :
V(z,y) € (RL)? G(z +y) = G(z) G(y)

(b) En déduire successivement que :

« VneN, G(n)=[G(1)]",
. Vn e N, G(i)[G(l)] ,
« V2RI NQ, G(z) = [G(1)]",

3=

.« Yz eRY, G(z) = [GO).

(¢) Conclure que X suit une loi exponentielle.

C.3. Loi normale

Dans cette partie, m est un réel et o est un réel strictement positif.

Proposition 35.30

La fonction

est une densité de probabilité.

Remarque En particulier, dans le cas m = 0 et 0 = 1, on retiendra que :

+oo
1 t2
——e 2dt=1

La preuve de ce résultat fait 'objet d’un grand nombre d’exercices ou de problemes de concours.

Définition 35.31

On dit que X suit la loi normale de parametre m et o2 (notée N (m, 0?)) si elle admet pour densité la
fonction ¢ définie par :

1 _ (z—m)?
Ve e R, ¢(x) = e 202
V2ro?
Remarques a. Une variable aléatoire suivant une loi normale est dite gaussienne.

1 _ (z=m)? .
Nores e” 2027 est une « courbe en cloche » qui admet :
2o

e un axe de symétrie : la droite d’équation x = m,

b. Le graphe de la fonction ¢ : z +—

e deux points d’inflexion : les points d’abscisses respectives z — o et x + 0.

Par exemple, pour m = 2 et o = 3, le graphe de cette fonction est le suivant :

~
N

0249 ~

| |
| |
| |
| RN |
| |
| |
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C. Lois usuelles 13

Proposition 35.32

Si X est une variable aléatoire :

X < N(0,1) <= 0X +m < N(m,0?)

Remarques a. Ce résultat est une conséquence immédiate de Ba=S.

b. En cas de doute sur la formule, il faut penser a vérifier a 'aide de la valeur de I’espérance.

Proposition 35.33

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. En notant ® sa fonction de répartition,

on a :
Ve e R, &(—z)=1— ®(x)
Preuve Comme X suit la loi N(0,1), on a :
VrER, O(-z) = | ——e ¥ dt
x , ®(—x) = e
—oo V2T
donc, en effectuant le changement de variable affine u = —t :
Ve eR, B(—a) = — — e %4
T € R, —T) = e 2 du
z V2T
=P(X > z)
=1—-®(x)
O
Remarque Ainsi la courbe représentative de ® dans un repeére orthonormé admet pour centre de symétrie

1
le point de coordonnées (0, 2). L’allure de la courbe représentative de ® est la suivante :

Y
/ ’/
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35
-0.5

Proposition 35.34

Si X suit la loi normale de parameétres m et o2, X admet une espérance et une variance et :
E(X)=m et V(X)=o0?

En particulier, si X suit la loi normale N'(0,1), X est centrée et réduite; dans ce cas, on dit donc que
X suit la loi normale centrée réduite.

Exercice 35.12  Démontrer la proposition B5=34.
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14 35. Variables aléatoires a densité

C.4. Loi gamma

Dans cette partie, v est un réel strictement positif.

Proposition 35.35

Soit f la fonction définie sur R par :
Lx”’l e six>0
Ve €R, f(r) = —— 2" e g () = { T'(v)
I'(v) + 0 .
sinon
f est une densité de probabilité.
Remarques a. Ce résultat est une conséquence immédiate de la définition de la fonction I'.

b. Sil'on a en général le choix de la valeur attribuée & f(0), il faut étre vigilant dans le cas de
la loi y(v) si v appartient & ]0, 1[ (car dans ce cas la fonction z + 2”1 a une limite infinie
en 0 a droite.

Définition 35.36

On dit que X suit la loi gamma de parametre v (notée y(v)) si elle admet pour densité la fonction f
définie par :
1
w=I1l _=ar
- JI = I'(v
o () (v) . '
sinon

v le™® siz>0

Ve e R, f(z) =

Remarque On peut remarquer, et on retiendra, que la loi v(1) est aussi la loi £(1).

Proposition 35.37

Si X suit la loi gamma de parameétre v, X admet une espérance et une variance et :

E(X) = V(X) = v

Exercice 35.13 Démontrer la proposition B5-34.

C.5. Tableau récapitulatif des lois usuelles

Loi X (€2) (usuel) Densité usuelle Espérance | Variance
1 b b—a)?
Uniforme U([a, b]) [a, D] T Ljgp(2) a ;‘ %
: * —\z 1 1
Exponentielle E(X) R% r = e T g+ (z) 3 2
amma () 1N HL vleTT g () v
gamma, (v i x ) x Ry (2 v
Normale A(0, 1) R — ! e_(%"?b)2 0 1
111, 5 x 20
V2ro?
1 (w=—m)?
Normale A (m, o2 R T e 207 m o?
( ) V2ro?
Remarque L’ensemble X () est donné ici & titre indicatif, et il serait en fait préférable de dire que X

prend presque stirement ses valeurs dans I’ensemble proposé : les probabilités P(X = z) étant
toutes nulles, on ne change pas la loi de X en changeant une valeur particuliere X (w).
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D. Familles de variables aléatoires a densité 15

D. Familles de variables aléatoires a densité

D.1. Familles de variables aléatoires a densité indépendantes

Définition 35.38

On dit que deux variables aléatoires a densité X et Y sont indépendantes si :

V(z,y) eR% P(X <z]N[Y <y]) =P(X <2) P(Y <)

Définition 35.39

Si Xi,...,X, sont des variables aléatoires & densité (n > 2), on dit que X;, ..., X,, sont mutuellement
indépendantes si :

=1

D.2. Somme de variables aléatoires a densité

Définition 35.40

Soit f et g deux densité de probabilité. On appelle produit de convolution de f et g la fonction
h = f x g définie (sous réserve de convergence) par :

0o +oo
Ve R o) = (o)) = [ fg-0d= [ " fa- g
Remarques a. La derniere égalité s’obtient par changement de variable affine u = x — t.

b. Si f ou f est bornée, alors fxg est une fonction définie sur R, continue sur R éventuellement
privé d’un ensemble fini.

Théoréeme 35.41 » Théoreme de convolution

Soit X et Y deux variables aléatoires a densité indépendantes, fx une densité de X et fy une densité
de Y.

Si le produit de convolution fx x fy est une fonction définie sur R, continue sur R éventuellement privé
d’un ensemble fini, alors X +Y est une variable aléatoire a densité dont une densité est fx+y = fx * fy,
c’est-a-dire :

—+oo —+oo
ek @ = [ ix@fe-tdt= [ - i@
Remarque Le plus souvent, le cadre d’application de ce théoreme sera simple car I'une au moins des

variables aléatoires X et Y admettra une densité bornée.

Cependant, il faut étre vigilant dans la vérification des hypothéses car il peut arriver que cela
ne soit, pas le cas.

Proposition 35.42 » Stabilité de la loi v pour la somme

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois (1) et v(v2),
alors X + Y suit la loi y(v1 + v2).

Plus généralement, si Xi,...,X, sont n variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les
lois y(v1), ..., 7(Vn), alors Xy + - -+ + X, suit la loi y(vq + - + vp).

Exercice 35.14 Démontrer la proposition B5Z2.
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16 35. Variables aléatoires a densité

Remarque On en déduit de maniere immédiate le résultat suivant :

Proposition 35.43

Si Xi,...,X, sont n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi exponentielle £(1),
alors X7 + -+ + X, suit la loi y(n).

Proposition 35.44 » Stabhilité de la loi normale pour la somme

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois N (m1,07) et
N (ma,03), alors X + Y suit la loi normale N'(my + ma, o} + 03).

Plus généralement, si Xq,...,X,, sont n variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les
lois N'(my,0%),...,N(my,02), alors X1 + - -+ + X, suit la loi N'(my + - -my, 0% + -+ 02).

Exercice 35.15 Démontrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes les deux
la loi normale centrée réduite, alors X + Y suit la loi normale A/(0,2).

D.3. Propriétés de I'espérance et de la variance

Proposition 35.45

Si X et Y sont deux variables aléatoires a densité admettant une espérance, alors :
i. X +Y admet une espérance et : E(X +Y) = E(X) + E(Y) (linéarité de I’espérance),
it. si X <Y p.s. alors : E(X) < E(Y) (croissance de l'espérance).

Proposition 35.46

Si X et Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes admettant une espérance, alors XY
admet une espérance et :

E(XY) = E(X)E(Y)

Proposition 35.47

Si X et Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes admettant une variance, alors X +Y
admet une variance et :
V(X +Y)=V(X)+ V()

Plus généralement, si Xi,...,X,, sont des variables aléatoires a densité indépendantes admettant une
n

variance, alors E X admet une variance et :
k=1

n

\Y% (g:l Xk> = V(Xy)

k=1

E. Correction des exercices

Correction de I’exercice 35-1

F est une fonction de classe C' sur R car la fonction arctan 1’est. De plus, on a :

I tan(z) = —~ et L tan(z) = ~
x_}I_IlOOaI'C an(r) = B) € w—l>I-&r-looarc an(xr) = B)

et donc :

lim F(z)=0 et lim F(x)=1

T——00 T—>+00
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E. Correction des exercices 17

Enfin, la fonction arctan est croissante sur R, donc F' est croissante sur R. Finalement, on peut donc affirmer
que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.

Correction de I’exercice 35-2

On a déja vu dans l'exercice 29.1 que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité. De
plus, F est de classe C' sur R, donc X admet pour densité la fonction f définie par :

1

Vz eR, f(z)=F'(z)= P

Correction de I'exercice 35-3
f est une fonction positive sur R, continue sur R* , sur ]0, 1] et sur |1, +o00[ (donc sur R privé d’un ensemble fini

0
de points). De plus, comme f est nulle sur R, lintégrale / f(t)dt converge et vaut 0. Par ailleurs, on sait
— o0

1 “+o0 “+oo
t
que les intégrales de Riemann / — et / — sont convergente, donc l'intégrale / f(t) dt est convergente
0 1

Vi t3

et, d’apres la relation de Chasles :

/+OO f(t)dt:/_Ooof(t)dﬁ/olf(t)dt*/lm f(t)dt:/olf(t)dH/lmf(t)dt

— 00

— 00

De plus, on a :

1 . 1y
J o= 5
1

= lim {ﬁ}

z—0t 2

1

2

Enfin, on a :

o0 z
/ fBdi= tm [ &
1

T—+00 1 t‘s

1 1
lim [_}
z—+o00 222

1
2
Finalement, on a donc :
+oo
/ f)ydt=1
—00

ce qui prouve que f est une densité de probabilité.

Correction de I’exercice 35-4

Soit (a,b) € R? tel que : a # 0. Comme X est une variable aléatoire sur (£2,.4), c’est une application de {2 dans
R, donc Y aussi.
De plus, on a :

VyeR, [Y <y|=

Comme X est une variable aléatoire sur (£2,.4), on en déduit que :
VyeR, [Y <yleA
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18 35. Variables aléatoires a densité

donc Y est une variable aléatoire sur (2, 4) et on a :

—-b
FX<y ) sia>0
a

1—FX<T)> sia<0

Finalement, comme Fx est continue sur R et de classe C! sur R privé d’une partie finie, on en déduit que Fy
est continue sur R et de classe C! sur R privé d’une partie finie donc que Y est une variable aléatoire & densité,
dont une densité peut étre obtenue par dérivation de Fy en tout point y de dérivabilité et en prenant une valeur
arbitraire positive en tout autre point, donc en particulier on peut choisir la fonction fy définie par :

1 —-b
an(y ) sia>0

a

Yy eR, P(Y <y) =

Yy eR, fy(y) =
1 y—2>b .
—— fx | — sia<0
a a
Correction de I’exercice 35-5
—+oo
X admet une espérance si et seulement si 'intégrale / tf(t)dt est convergente et, dans ce cas :
“+o0
]E(X):/ tf(t)de

De plus, on a :

0
VteR, tf(t) = % Si0<t<1

1

2

On peut donc remarquer que la fonction ¢ — tf(¢) est continue par morceaux sur R et nulle sur R™, donc
“+oo

+oo
que 'intégrale / tf(t) dt converge si et seulement si l'intégrale / tf(t) dt converge, ce qui est la cas (on
_ 1

o0
reconnait une intégrale de Riemann). Ainsi, X admet une espérance et, d’apres la relation de Chasles :

IE(X):/_Ooof(t)dzwr/o1 f(t)dt+/1+oo f(t)de
/Olfdw/l*“ij

5] o ]

T——400 t 1
7
6

~
nlw

|

1
0

Correction de I’exercice 35-6

On a vu dans lexercice 29.2 que X admet pour densité la fonction f définie par :

1
VieR, f(t) = ——
) m(1+1¢2)
La fonction ¢+ tf(t) est donc continue sur R et on a :
1
tr(t ~  —
O

+oo
Comme l'intégrale de Riemann / 7 est divergente, on en déduit, par comparaison d’intégrales de fonctions
+o0 !
positives, que 'intégrale / tf(t)dt diverge, donc X n’admet pas d’espérance.
0
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Correction de I’exercice 35-7

Soit p € [1,7]. On a :
lz|” sifz| >1
1 si |zl <1

donc :
Ve eR, |z’ <|z|" +1

On a donc en particulier :
| XP| < | X" +1
Or X" admet une espérance, donc |X"| + 1 admet une espérance et, par domination, X admet un moment
d’ordre p.
Correction de I’exercice 35-8
Notons f une densité de X. Comme X admet une variance, X admet une espérance m et on a :
—+oo
V) = [ - mPrear
—00
De plus, f est une densité de probabilité donc ’ensemble F des points de discontinuité de f est fini. On note
+oo
alors : £ = {z1,...,z,}. Comme l'intégrale / f(t)dt converge et vaut 1, f n’est pas constante nulle sur
+o0 o
R\ E (sinon lintégrale / f(t)dt serait nulle) et, comme f est positive sur R, il existe x¢ appartenant a

R\ E tel que : f(z0) > 0. Cgomme f est continue en xy, on peut alors affirmer qu’il existe un réel o > 0 tel que :
Vo € [xg — a,x0 + @], f(z)>0
et, E étant fini, on peut méme choisir « tel que :
[to — 20+ @] NE =0
On a alors, d’apres la relation de Chasles :
V(X) = /Io_a(t —m)?f(t)dt + /xow(t —m)2f(t)dt + /Jm (t —m)2f(t)dt
—0 zo—a zo+a

et comme ces trois intégrales sont positives (par positivité de U'intégration, la fonction intégrée étant positive
sur R et les bornes étant dans le sens croissant) :

ro+a
V(X) > / (t —m)?f(t)dt
ZTo—o
et finalement, la fonction ¢ + (t —m)?2f(¢) étant continue, positive et non constante nulle sur [zg — o,z + o
ro+a
wxy>/ (t—m)2f(t)dt > 0
To—«

Correction de I’exercice 35-9

Comme X suit la loi uniforme sur [a, b], elle admet pour densité la fonction f définie par :

P sit € [a,]
VieR, fit)y=3""¢

0 sinon

+oo
Par conséquent, la fonction ¢ — ¢ f(t) est continue sur [a, b] et nulle en dehors, donc l'intégrale / tf(t)dt est

/+Ootf(t)dt:/btf(t)dt

— 00 a

convergente et :
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20 35. Variables aléatoires a densité

donc X admet une espérance et :

Euj:/Zﬂﬂ&

B [2(52 J

b2 — a2
T 2(b-a)
7a+b
)

De méme, E(X?) existe et on a :

E(X?) = /btzf(t) dt

- [s=a.
b — a3

" 30b—a)
_(12—|—ab—|—b2

On en déduit que X admet une variance et que :
V(X) = B(X?) - [B(X)]?

a?+ab+b* (a+0b)?

3 4
B a? — 2ab + b2
o 12
B (bfa)2
12

Correction de I’exercice 35-10

Comme X suit la loi exponentielle de parametre A, elle admet pour densité la fonction f définie par :
de ™M sit>0
VteR, f(t) =

0 sinon

Par conséquent, la fonction ¢ — ¢ f(¢) est continue sur R™ et nulle en dehors, donc X admet une espérance si et

+oo
seulement si 'intégrale / tf(¢)dt est convergente. De plus, on a :
0

x xr
Vz € RT, / tf(t)dt = / e~ M dt
0 0
et donc, par intégration par parties, les fonctions t — ¢ et t —> —e™* étant de classe C! sur RT :
x - xr
vz € RT, / tf(t)dt = [—e ], +/ e Mdt
0

0
iz e—M*
= [—te™] + [— X h

>
> =

et donc, comme A > 0 :

* 1
li t = —
im tf(t)de \

T—+00 0
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+oo 1
ce qui prouve que l'intégrale / tf(t) dt est convergente et vaut % Finalement, X admet donc une espérance
0

et :
“+oo
E(X):/O tf(t)dt:%

+oo
De méme, E(X?) existe si et seulement si I'intégrale / t2 f(t) dt converge et on a :
0

x x
Vr € RT, / t2f(t)dt = / M2e M dt
0 0
et donc, par intégration par parties, les fonctions t — t2 et t — —e~* étant de classe C* sur R :

vz eRY, / £2f(t)dt = [~t2e™N]] +2/' te M dt
0 0

2 €T
= —zle M 4 f/ tf(t)de
A Jo
et donc, comme A > 0 :

¢ 2
. 2 _
xkr}rl ; t“f(t)dt = 2

+oo
ce qui prouve que 'intégrale / 2 f (t) dt est convergente et vaut 2 Finalement, X admet donc un moment
0

d’ordre 2 et :

5 +oo ) 1
E(X7) = tft)dt = =
)= [ e =g
Finalement, X admet donc une variance et :
1
V(X) = E(X?) - B = 55

Correction de I’exercice 35-11

1. On suppose que X suit la loi exponentielle de parameétre A > 0. X est alors une variable aléatoire a valeurs
dans RT et on a, d’aprés :
VeeRL, P(X>2)=1-P(X <)
— Az

#0
On peut alors écrire :

P([X > z]N[X >z +1y))

V(@ y) € (R, Pixsa(X >z +y) = P(X > )

et comme [X >z +y|C[X >z|siy>0(carx+y>x):

P(X >z +vy)
P(X > x)
e~ Mz+y)
e~z
-y

V($7y) € (Ri)2v ]P)[X>'£](X > 1L'+y) =

=e
=P(X > y)
2. (a) De méme que précédemment, on a :
P(X >z]N[X >z +y])
P(X > x)
P(X >z +y)
P(X > )

V(z,y) € (RE)?, Pixsy(X > 4y) =

et donc, d’apreés ’hypotheése d’absence de mémoire :

V(z,y) € (R})?, G(z +y) = G(z) G(y)
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e D’apres le résultat précédent, on a en particulier :

Vn e N*, G(n+1)=G(n)G(1)
donc la suite (G(n))nen- est une suite géométrique de raison G(1) et :

Vn e N*, G(n+1) = [G)]"'G(1) = [G(1)]".

De plus, on a aussi :

G(0+0)=G(0)G(0)
et donc, comme G(0) # 0 (car G est décroissante sur R™ (car F est croissante) et non nulle sur RY, :
G(0) = 1 =[G

donc finalement :
vn e N, G(n) = [G(1)]"

On peut remarquer que :

Vn e N*, G(1) = G(n X 1)

n

De plus, on montrerait par récurrence que :
Vn € N*, Vo € R*, G(nz) = [G(2)]"

et donc :

dot -
Vn e N*, G(i) = [G(1)]"

Soit z € R* NQ. 1l existe (p,q) € (N*)? tel que : z = P et alors :
q

Gla) = G<p < ;)
=[o(G)]
= [leapt)’
=[G
et donc :
Vo €RLNQ, G(x) = G

Soit # € R¥. Tl existe une suite (2, )nen+ de nombre rationnels strictement positifs convergeant vers

[na]

z (il suffit de poser z,, = ) et on a, d’apres le résultat précédent :
n

Vn € N*, G(z,) = [G(1)]""
et alors, comme G est continue en z (car F' est continue sur R) :

G(z) = lim [G)]™ =[GD)]

n—-+oo

et finalement :
Vz € R*, G(z) = [G(1)]"
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(¢) D’apres les résultats précédents, on a :
VeeR™, F(z)=0
et :

Ve e Ry, F(x)=1-G(x)
~1- [

et comme G(1) >0 :

Ve e RY, F(z)=1-G(z)
-1 e.’rln(G(l))

=1—e

ou l'on a posé : A = —In(G(1)) (qui est bien un réel strictement positif). Finalement, on peut donc
conclure que X suit une loi exponentielle.

Correction de I’exercice 35-12

Compte tenu de la proposition BE32 et des propriétés de I’espérance et de la variance, il suffit de démontrer le
résultat dans le cas m = 0 et 0 = 1. Dans ce cas, X admet pour densité la fonction ¢ définie sur R par :

1
Vi eR, o(t) = \/ﬂe‘7

La fonction t — ty(t) est alors une fonction continue et impaire sur R donc X admet une espérance si et
—+oo
seulement si 'intégrale / to(t) dt est convergente et que, dans ce cas, 'espérance est nulle. Or on a, par

croissances comparées :
2

. _ =
lim e 7 =0
t——+o0

d’ou :

“+oo
Comme 'intégrale de Riemann / — est convergente, on en déduit, par comparaison d’intégrales de fonctions
+o0 !
positives, que l'intégrale / te(t) dt converge. On en déduit finalement que X admet une espérance et que :
0
E(X)=0

Par ailleurs, la fonction t +— t2p(t) est continue et paire sur R, donc X admet un moment d’ordre 2 si et

“+o0
seulement si 'intégrale / t2(t) dt est convergente et que, dans ce cas :
0

“+o0
E(X?) :2/ t2p(t) dt
0
De plus, on a :

x

vz € RY, / to(t)dt = — X (—e*g)dt
0

1
V2T
2
donc, par intégration par parties, les fonctions t — ¢ et t — e~ = étant de classe C* sur R* :
+ [T 1
VxeR,/t tdt:——[te—‘v /
0 wlt) V2T V2T
= [t —ﬂ +/ o(t) dt
=———=|te
V2T 0 0
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24 35. Variables aléatoires a densité

+oo 1
et donc, comme l'intégrale / (t) dt converge, et vaut 5 (car ¢ est une densité de probabilité paire) :
0

@ 1
li o(t)dt = =
Jm o teltdt =3

400 1
Finalement, on en déduit que l'intégrale / t2<p(t) dt converge et vaut 3 ce qui nous permet d’affirmer que
0

E(X?) existe et :
E(X?) =1

et alors :
V(X) =E(X?) - [EX)P =1
Correction de I’exercice 35-13

Comme X suit la loi y(v), elle admet pour densité la fonction f, définie par :

1
—— et sit>0
VER, f,(t)={ T
0 sinon
On a donc : I 0 )
v+
x trHizlet st >0
VteR, tf,(t)={ T[(v) D+l ¢ o
0 sinon
et : r( %) ,
v+
X trt2-le t §it >0
VteR, 2f,(t)={ T()  T(w+2) ¢ o
0 sinon
c’est-a-dire : I 0 I )
v+ 2 v+
VieR, tf,(t) = ————= fur1(t t t°fL(t) = ———= fora(t
€ K, f () F(l/) f +1() € f () F(l/) f +2()
+oo +oo
Or, comme f, ;1 et f, 12 sont des densités de probabilité, on sait que les intégrales / fos1(t)dtet / fora(t)dt
oo +gcoo —o00
sont convergentes et valent 1. On en déduit que les intégrales / tf,(t)dt et / t2 £, (t) dt sont convergentes
et que : - -
teo '(v+1) Hoeo I'(v+2)
tf(t)dt = =L =v et 2f)dt = ——"=vv+1
|t =S | erwa= S - v

Finalement, X admet une espérance et une variance et :
E(X)=v et V(X)=EX?) - [EX)=v@w+1) - =v

Correction de I’exercice 35-14

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois v(v1) et y(v2). Elles ad-
mettent donc pour densités respectives les fonctions f; et fo définies par :

1
t'i~le ™t it >0
VteR, fi(t) = T(n)
0 sinon
et :
! t2le ™t sit>0
Vt € R, fg(t) = F(UQ)

0 sinon

On admet que le théoréme de convolution s’applique dans ce cas (a priori les densités f; et fo ne sont pas
bornées). X + Y est donc une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f définie par :

+oo

Ve e R, f(z) = / F1(8) folar — 1)t

— 00

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



E. Correction des exercices 25

De plus, pour tout (z,t) € R?, on a :
t<Oouz—t<0= fi(t) fo(x —¢t)=0
donc :
Ve eR_, f(z)=0
et :

e—x

Ve e Ry, f(x) = Tn) () /0 e — )2t dt

t dt
et en effectuant le changement de variable affine u = —, du = — :
x x

o
R* — vi—1 _ vo—1
Ve e Ry, f(x) (1) D) /0 (zu) (x — zu) xdu
xlllJerfl e T 1 )
= w1 —w)?2 L du
TTTes J, ¥

vi+rve—1 —x 1
_ et Tl 4 ) / w1 = w) L du
F(Vl + VQ) F(I/l) F(l/g) 0

k

En notant f,, 4., la densité usuelle de la loi y(v1 + 12), on peut alors remarquer que :

Vx € R, f(l') = ka1+V2 (.I')

Or, comme f et f,, 4., sont deux densités de probabilités, on a aussi :

+oo +o00
/ flx)de =1 et / foriw,(z)do =1

donc k=1 et :
f = fV1+l/2
ce qui prouve que X + Y suit la loi v(v1 + v2).

Correction de I’exercice 35-15

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes les deux la loi normale centrée réduite. Elles
admettant donc toutes deux pour densité la fonction ¢ définie par :

1 t2

VER, p(t) = ——e™ T
o(t) on
On a alors :
1 _24@-n?
vz € R, Vvt e R, cp(t)go(:c—t):Z—e 2
T
1 22 2et4a?
- 2
27Te
O
= — 2 4
27Te
L o2y L o(-9)°
= e 4 X —e 2
VAr Nis
—_———
gm’(t)

rz 1
On peut alors remarquer que, pour tout z € R, g, est une densité de probabilité (de la loi normale N (2, 2))
+oo
donc l'intégrale / g (t) dt converge et vaut 1, ce qui nous permet d’affirmer que, pour tout « € R, 'intégrale

—0o0

+oo
/ o(t) p(xz—t) dt converge et que :

— 00

2

e 1 a2
Vr € R, tolx—t)dt = —e T
| etree—tar=—=

e~ T est une densité de la loi normale A/(0,2), on en déduit finalement, d’aprés

C 1
omme ]a iOnCthn T —r
V 471

le théoréme de convolution, que X + Y suit la loi normale N(0, 2).
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