Intégrales géneralisées

ECG Maths Approfondies
Semestre 2

A. Intégrales impropres

A.1. Intégration sur un intervalle quelconque

Définition 21.1

Soient a et b deux éléments de R.

i. Si—00 < a < b< +oo et sif une fonction continue sur [a,b], on dit que l'intégrale impropre

/ f(t)dt converge (ou que 'intégrale existe) si la fonction z +— / f(t)dt admet une limite finie

quand x tend vers b par valeurs inférieures ; dans ce cas, on note :

/bf(t) dt= tim | fe)dt

z—b—

it. Si —oo < a < b < 400 et si f une fonction continue sur ]a,b]. On dit que Iintégrale impropre
b

f(t) dt converge (ou que l'intégrale existe) si la fonction = — / f(t) dt admet une limite finie

quand x tend vers a par valeurs supérieures ; dans ce cas, on note :

“fwyat= im [ fear
[ rwa= im [

Dans les deux cas, lorsque l'intégrale / f(t) dt ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.

b
Remarques a. Autrement dit, si f est une fonction continue sur [a,b], I'intégrale impropre f)de
a
converge si et seulement si les primitives de f sur [a,b] ont une limite finie en b. Ainsi,
b
si f est une fonction continue sur [a, b] et si I'intégrale f(t) dt converge alors, pour tout

primitive F de f sur [a,}] :

b
/ £(t)dt = lim F(x) ~ F(a)

b
b. De méme, si f est une fonction continue sur ]a,b], 'intégrale impropre / f(t)dt converge

a
si et seulement si les primitives de f sur |a,b] ont une limite finie en a. Ainsi, si f est une

fonction continue sur ]a, b] et si Uintégrale / f(t)dt converge alors, pour tout primitive F’

de f sur ]a,b] :

r—a

/f F(b) - lim F(z)

c. On déduit de maniére immédiate de la définition que, si f est continue sur [a,b] et si ¢ € [a, b],

b
lintégrale / f(t)dt converge si et seulement si I'intégrale / f(t)dt converge.
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b
d. De méme, si f est continue sur ]a,b] et si ¢ € ]a,b], 'intégrale / f(t)dt converge si et
a

(&
seulement si l'intégrale / f(t)dt converge.
Ja

e. Si f est une fonction continue sur [a, b], cette définition est conforme avec la définition usuelle
de Vintégrale de f sur [a,b].

f. Etudier la nature (ou lexistence) d’une intégrale, c’est déterminer si cette intégrale est
convergente ou divergente.

1 +oo
. t
Exercice 21.1 Déterminer la nature et la valeur en cas de convergence des intégrales / ¢ / e tdt et
) 0 0
/ In(t) dt.
0

Proposition 21.2

+oo
Soit a € R. L’intégrale impropre / e~ dt est convergente si et seulement si o > 0 et :
0

+oo 1
Vo € RY, / e Mdt = —
0 (0]

Exercice 212  Démontrer la proposition 2I72.

Définition 21.3

Soient a et b deux éléments de R tels que —0o < a < b < +00 et f une fonction continue sur ]a, b[. On dit

b
que l'intégrale impropre / f(t) dt converge s'il existe un réel ¢ appartenant a |a, b[ tel que les intégrales
a

c b
/ f(t)dt et / f(t) dt soient convergentes.
a c

b
Si l'intégrale / f(t) dt ne converge pas, on dit qu’elle diverge.
a

Proposition 21.4

Soient a et b deux éléments de R tels que —oo < a < b < 400 et f une fonction continue sur Ja, b[. S’il

c b
existe un réel ¢ appartenant a ]a,b[ tel que les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt soient convergentes,
" b a C
alors la somme / f(t)de + / f(t) dt est indépendante de c.
a c
b
De plus, si 'intégrale impropre / f(t) dt converge alors, pour tout réel ¢ appartenant a |a, b[, les inté-
a

c b
grales / f(t)dt et / f(t)dt sont convergentes et ’on note alors :
a (&)

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt

Preuve Comme f est continue sur ]a,b[, elle admet une primitive F. Supposons alors qu’il existe un

c b
réel ¢ appartenant a |a, b[ tel que les intégrales / f(t)dt et / f(t) dt soient convergentes. On
a c

a alors :

c b
/f(t)dt:F(c)—limF(.r) et /f(t)dt:iiL%F(x)—F(c)

T—ra
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A. Intégrales impropres 3

Exercice 21.3

et alors :

c b
/ f)de +/ ft)dt = };IH%;F(@ — lim F(z),

T—ra

c b
ce qui prouve que la somme / f)dt+ / f(t)dt est indépendante de c.
a C

Par ailleurs, comme f est continue sur ]a, b[, alors on a, d’apres la relation de Chasles :

Vd' € la,b[, Yz € ]a,b], /C f(t)dt:/cf(t)dt—i—/c f(t)de,

C/ C/
donc la fonction z +— / f(t) dt a une limite finie en a, ce qui prouve que U'intégrale / f@)de
xT a

b
est convergente pour tout ¢’ appartenant a |a, b[. De méme, on prouve que 'intégrale / flt)de

c!

est convergente pour tout ¢’ appartenant a ]a, b[.
O

+oo
2
Déterminer la nature, et la valeur en cas de convergence, des intégrales / te ' dt et

—oo
+oo
/ tdt.

Définition 21.5

Soient p un entier naturel supérieur ou égal & 2, a et b deux éléments de R tels que —oo < a < b < 400
et (a;)ogi<p une suite de réels telle que :

b
Soit f une fonction continue sur Jag, a1, ...,lap—1,ap[. On dit que l'intégrale impropre / f(t)dt est
a

a
convergente si, pour tout k € [1, p], 'intégrale / f(t) dt converge et, dans ce cas, on note :
ak—1

a=ap<a; < - <ap_1<a,=»=

/abf(t)dt:é/:klf(t)dt

Remarque

Si une intégrale est plusieurs fois impropre, il est nécessaire d’étudier séparément la convergence
en chaque point avant de conclure. On ne peut les étudier simultanément. Par exemple, on a :

T t2 z
lim tdt = lim [} =0
r—r+00 . T—r+00 2 —

—+oo
Pourtant, I'intégrale / tdt est divergente.

—0o0

Définition 21.6

Soient p un entier naturel supérieur ou égal & 2, a et b deux éléments de R tels que —0o < b < a < 400
et f une fonction continue sur |b, al.

b a
On dit que I'intégrale impropre / f(t)dt est convergente si 'intégrale / f(t)dt converge et, dans ce
b

cas, on note :

/abf(t)dt/baf(t)dt
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4 21. Intégrales généralisées

Théoreme 21.7

Soient a et b deux réels tels que a < b ou a > b et f une fonction continue sur [a, b[. Si f est prolongeable

par continuité en b, alors l'intégrale / f(t)dt converge.
a

b
Remarque Dans ce cas, on dit parfois que l'intégrale / f(t)dt est « faussement impropre » mais il est

a
préférable d’éviter cette expression, qui ne plait pas toujours.

Preuve On note g le prolongement continu sur [a,b] de f. g admet alors une primitive G, continue sur

[a,b] et on a alors :
Vz € [a,b], /wf(t)dt = /wg(t)dt
= G(z) = G(a)

et donc, comme G est continue en b :

lim / F(t)dt = G(b) — G(a)

z—=b J,

ce qui prouve que 'intégrale / f(t)dt est convergente. (I
a

A.2. Un critere nécessaire de convergence

Théoreme 21.8

Soient a un réel et f une fonction continue sur [a, +00[.
400
Si I'intégrale / f(t)dt converge et si la fonction f admet une limite en 4oo alors :
a

A /) =0
Preuve o R
On suppose que l'intégrale f(t) dt converge et que f admette une limite ¢ en +o00. On

a
raisonne par l'absurde en supposant que ¢ # 0.
On traite le cas ou £ est un réel strictement positif ou +o00 (le cas ol £ est strictement négatif

L
ou —oo s’en déduit en substituant —f a f) et on note A = 3 si £ est réel et A = 1 sinon. Par

définition de la limite, il existe alors un réel ag > a tel que :
Vt > ag, f(t) 2 A

et alors, par croissance de I'intégration :

» > ao, /:f(t) / Adt

Az — ap)

et alors, d’apres la relation de Chasles :

(Io,/ f(t) (z — ao) / f(t)

lim {A (z — ao) + / £(1) dt] = +oo

Or, comme A >0, on a :

r——+o0

et donc, d’apres le théoréme de prolongement des inégalités :

lim /x f(t)dt = 400

r—r+00
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B. Régles de calcul sur les intégrales impropres 5

“+oo
ce qui prouve que l'intégrale / f(t)dt diverge, donc il y a contradiction. a
a

Remarques a. Ce résultat ne fait pas partie du programme, mais il est fondamental et il est donc important
de savoir le démontrer rapidement. On notera en particulier qu’on en déduit, par contraposée,
que si f est une fonction continue sur [a, +o00[ admettant une limite non nulle en +o0, alors

—+o0
lintégrale / f(t)dt diverge.

b. Attention, si un grand nombre de définitions et propriétés conduisent & faire une analogie
entre intégrales impropres et séries, on constate que le critére nécessaire de convergence n’est

pas le méme. En effet, alors que la convergence de la série > w, implique que la suite u
“+oo
converge vers 0, la convergence de l'intégrale / f(t)dt n’implique pas l’existence d’une

limite pour f en 4oc. ‘

A.3. Les intégrales de Riemann

Théoreme 21.9

Soit a un réel quelconque.

+oo
7. L’intégrale / = converge si et seulement si : o > 1.
1
1
- g dt : :
7. L’intégrale e converge si et seulement si : a < 1.
0

b b
dt dt
iti. Pour tout couple (a,b) de réels tels que a < b, les intégrales / Ft ] et / —(b 5 convergent
a —a o - _— «@

si et seulement si : o < 1.

Exercice 21.4 Démontrer le théoréme E19.

Remarques a. Ces résultats sont fondamentaux et seront largement utilisés avec les résultats du paragraphe
C2 pour étudier la nature d'une intégrale impropre.
“+o0
b. Attention aux bornes. Ainsi, quel que soit le réel «, I'intégrale / o est divergente puisque,
0

_ , .y Lt oot
quelle que soit la valeur de «, 'une au moins des deux intégrales / o ou / o est
0 1

divergente et qu’il n’y a pas de « compensation » possible d’apres la définition PI=3.

B. Regles de calcul sur les intégrales impropres

Dans toute cette section, on désigne par a et b deux éléments de R. Les résultats présentés ici sont des consé-
)

quences immédiates des propriétés de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment, de 1’algeébre des limites

et de la conservation des inégalités par passage a la limite, et ¢’est pourquoi nous n’en présentons pas de preuve

ici.

B.1. Linéarité de l'intégration

Théoreme 21.10

Soient f et g deux fonctions continues sur ]a, b[, sauf peut-étre en un nombre fini de points et (A, 1) un
couple de réels.

b b b
Si les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent, alors I'intégrale / [Af(t) + png(t)] At est convergente.
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6 21. Intégrales généralisées

Remarques a. Cette propriété fait que I'ensemble F des fonctions continues sur ]a, b[ sauf peut-étre en un
b

nombre fini de points telles que I'intégrale / f(t)dt converge est un espace vectoriel sur R.
a

b. De méme, si f et g sont deux fonctions continues sur ]a, b[ sauf peut-étre en un nombre fini de
b

b
points, si I'intégrale f(t)dt converge et si I'intégrale / g(t) dt diverge, alors l'intégrale
a a

b
/ [f(t) + g(t)] dt diverge.

b b

c. En revanche, si les intégrales / flt)dt et / g(t) dt sont toutes les deux divergentes, on ne

a a

b
peut rien dire quant a la nature de l'intégrale / [f (&) + g(t)] dt.

b
d. Sur l'espace vectoriel F décrit plus haut, 'application f +— / f(t)dt est une application
a

linéaire, c’est-a-dire :

Théoreme 21.11 » Linéarité de I'intégration

Soient f et g deux fonctions continues sur ]a, b[, sauf peut-étre en un nombre fini de points et (A, u) un
couple de réels.

b b
Si les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent, alors :
a a

b b b
/ () + pg(t)] dt = A / () dt + / o(t) dt

B.2. Relation de Chasles

Théoreme 21.12 » Relation de Chasles

Soient f une fonction continue sur ]a, b sauf peut-étre en un nombre fini de points et ¢ un élément de

b
Ja, b. Si lintégrale / f(t)dt converge, alors :

/abf(t)dt:/:f(t)dH/cbf(t)dt

B.3. Croissance de l'intégration

Théoreme 21.13 » Positivité de I'intégration

Soit f une fonction continue et positive sur |a, b[ sauf peut-étre en un nombre fini de points. Si I'intégrale

b
/ f(t)dt converge et si a < b, alors :

b
/ f(B)dt >0
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Théoreme 21.14

‘
’

Soit f une fonction continue sur ]a, b[ telle que U'intégrale / f(t) dt converge.

i. Si f est positive, si f n’est pas constante nulle sur ]a, b[ et si a < b, alors :

/bf(t)dt>0

1. Si f est de signe constant et si a # b, alors :

/bf(t)dtO¢Vte]a,b[, f(t)=0

N
‘
N

Théoreme 21.15 » Croissance de l'intégration

Soient f et g deux fonctions continues sur |a, b[ telles que :

vt € Ja,b[, f(t) < g(t)

b b
Si les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent et si a < b, alors :

/abf(t)dtg/abg(t)dt

B.4. Changement de variable

‘
’

Théoreme 21.16

Soit f une fonction continue sur Ja,b[. Si ¢ est une fonction de classe C! et bijective de o, B[ sur ]a, b]
avec :
1 1
lmo@t)=a e GG
alors les intégrales / u) du et / flp '(t) dt sont de méme nature et, en cas de convergence :
b B
/ () du = / Fo(®) ¢/ (t)at
a (o3
Remarques a. Si o est une fonction de classe C! et bijective de Ja, B[ sur ]a,b[, alors ¢ est strictement
monotone sur Ja, B].
b. Attention a ne pas écrire 1’égalité / u)du = / flp '(t) dt tant que la convergence
de 'une au moins des deux intégrales n’a pas été prouvée.
c. « Les changements de variables non affines devront étre indiqués aux candidats » (extrait du
programme officiel).
Preuve Pour simplifier la rédaction, on suppose que f est continue sur [a,b[ et que ¢ est une bijection

de classe C! et strictement croissante de [, B[ sur [a, b]. On a donc :

pola)=a et limp(t)=">

t—b

Comme ¢ est de classe C! sur [, 3] et & valeurs dans [a,b] et comme f est continue sur [a, b],
la fonction t — f(p(t)) ¢'(t) est continue sur [« 3]
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8 21. Intégrales généralisées

xT
On peut alors écrire, en effectuant le changement de variable u = (t) dans I'intégrale / Flp(t) ' (t)dt
@

(pour a <z < f) :

@ »(z)
voeladl, [ S wd= [T fwdu (21.1)

De méme, comme ¢ est une bijection de classe C* de [a, B[ sur [a, b[, on obtient, en effectuant

le changement de variable u = ¢(t) dans U'intégrale / f(u)du (pour a < z < b) :
x o () )
voeladl, [ rwdu= [T fe) 0 (212

b
© Supposons que l'intégrale / f(w) du soit convergente. On a alors :
a

b's b
g}i_}mﬁg@(x):b et )l(iinb/a f(u)du:/a f(u)du

et donc, d’apres (210) :

x b
lim / Fp(t) @' (1) dt = / f(u) du

z—f

B
ce qui prouve que 'intégrale / flo()) ¢/ () dt converge et que :
b B
[ twan= [ s
B
© Supposons maintenant que l'intégrale / f(p(t)) ¢'(t) dt converge. On a alors :

X B
lim o~} (z) =B et lim / Fo(t)) @' (1) dt = / Fo(t) @' (1) dt

z—b X—p

et donc, d’apres (E12) :

z—b

@ B
tim [ fa)du= [ Flo) ) de
ce qui prouve que l'intégrale fab f(u) du converge et que :
b B
[ twau= [ sy

O

est conver-

dt
V1—1t?

1
Exercice 215 A I'aide du changement de variable ¢ = sin(u), démontrer que l'intégrale /
0

gente et déterminer sa valeur.
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C. Intégrales impropres d'une fonction positive 9

Proposition 21.17

Soient @ un élément de R tel que 0 < a < +o00 et f une fonction continue sur | — a, a[, sauf peut-étre en
un nombre fini de points.

a

a
7. Si f est paire, 'intégrale f(t) dt converge si et seulement si I'intégrale / f(t) dt converge et,
a @ a 0
dans ce cas : f)de = 2/ ft)dt.
—a 0
a
7. Si f est impaire, I'intégrale /

—a

a
f(t)dt converge si et seulement si I'intégrale / f(t)dt converge et,
0

dans ce cas : f)dt =

—a

Preuve Ces résultats découlent de maniére immédiate du théoréme de changement de variable et de la
0
relation de Chasles. Il suffit en effet de démontrer que les intégrales / f(t)dt et f)de

sont de méme nature et de comparer leurs valeurs. Or la fonction t — —t est une leeCtIOIl de
classe C! de [0,a[ sur | — a,0] donc, en effectuant le changement de variable u = —t, du = —dt,
on peut affirmer que les intégrales

a 0
/Of(t)dt et [ fu)du

sont de méme nature et égales en cas de convergence. Par conséquent, si f est paire ou impaire,

les intégrales / ft)dt et f(t) dt sont de méme nature et, en cas de convergence :
0
a 0 0
e si f est paire, alors / f)de = fl—u)du = f(u)du
0 NG “a

a 0 0
e si f est impaire, alors / f)dt = fl=u)du=— f(u)du
0

—a —a

ce qui acheve la preuve grace a la relation de Chasles.

B.5. Intégration par parties

« L’intégration par parties sera pratiquée sur un segment [sur lequel la fonction intégrée est continue] et on
effectuera ensuite un passage a la limite ».

Exercice21.6 A Dlaide d’une intégration par parties, étudier la nature, et la valeur en cas de convergence, de

“+o0 t2
Iintégrale /o m dt.

C. Intégrales impropres d'une fonction positive

Dans toute cette partie, a désigne un réel et b un élément de R tels que : a < b < +00.

C.1. Condition nécessaire et suffisante de convergence

Théoreme 21.18

b
Si f est une fonction continue et positive sur [a, b[, alors 'intégrale / f () dt converge si et seulement
a

xr
si la fonction x / f(t)dt est majorée sur [a, b].
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10 21. Intégrales généralisées

x

Preuve Si f est une fonction continue sur [a, b], la fonction F : x — / f(t)dt est une primitive de f
a

sur [a,b[ donc, comme f est positive sur [a, b, F est croissante et admet donc une limite finie

en b a gauche si et seulement si elle est majorée (théoréme de la limite monotone). O

Remarques a. On peut également remarquer que, si f est une fonction continue et positive sur [a,b[ et si

b
Iintégrale / f(t)dt converge, alors :
a

vz € [a,b], /wf(t)dtg/bf(t)dt

b. De méme, si b € R, si —0o < a < b et si la fonction f est continue et positive sur ]a, b],
b

alors la fonction = +— / f(t) dt (qui est une primitive de —f) est décroissante sur |a, b] donc

T
admet une limite finie en a & droite si et seulement si elle est majorée (attention, on a bien
dit majorée, et non minorée). Par conséquent, si f est continue et positive sur ]a,b], alors

b b
Iintégrale / f(t) dt converge si et seulement si la fonction x — / f(t) dt est majorée sur
a xT
la,b].

C.2. Criteres de comparaison

Les résultats énoncés dans ce paragraphe sont fondamentaux : dans la majeure partie des cas, c’est 'utilisation
de I'un de ces théoremes qui servira a étudier la nature d’une intégrale impropre.

Théoreme 21.19 » Comparaison par majoration

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b[ telles que :

vt € [a,b], 0< f(2) < g(t)

b

b
. Si l'intégrale / g(t) dt converge, alors 'intégrale / f(t) dt converge également.

a

b b
ii. Si l'intégrale / f(t)dt diverge, alors l'intégrale / g(t) dt diverge également.

Théoreme 21.20 » Comparaison par équivalence

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a, b[ telles que :

@) ~ gt

t—b

b b
Les intégrales / g(t) dt et / f(t)dt sont de méme nature.
a a

Remarques a. Dans les hypotheses, il suffit en fait que 'une des deux fonctions soit positive sur un voisinage
de b inclus dans [a, b]. En effet, il existe alors un intervalle [c, b inclus dans [a, b[ sur lequel f
et g sont toutes deux positives (deux fonctions équivalentes en un point étant de méme signe
au voisinage de ce point).

b. Ce résultat est encore vrai si les fonctions f et g sont négatives sur [a,b] puisque, dans ce
cas, on peut 'appliquer & —f et —g.
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C. Intégrales impropres d'une fonction positive 1

Théoreme 21.21 » Comparaison par négligeabilité

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a, b] telles que :

b b
. Si lintégrale / g(t) dt converge, alors l'intégrale / f(t)dt converge également.
a

a

b b
7. Si 'intégrale / f(t)dt diverge, alors l'intégrale / g(t) dt diverge également.
a a

Remarques a. On établit des résultats analogues aux trois théoréemes précédents dans le cas de fonctions
continues et positives sur ]a, b].

b. Parmi les différents criteres de comparaison, on pourra noter que le critére par négligeabilité
s’avérera particulierement utile pour étudier la nature d’une intégrale impropre, notamment
en comparant avec une intégrale de Riemann de référence :

Méthode 21.22

i. Si f est une fonction continue et positive sur [a, 4o0o] :

—+o0
e pour montrer que l'intégrale / f(t)dt est convergente, on peut chercher un réel o > 1 tel
a

que :
1

t

1) = o

b ) ou encore  lim t*f(t) =0

t—+oo

+oo
e pour montrer que 'intégrale / f(t) dt est divergente, on peut chercher un réel o < 1 tel que :
a

1 . -
= = o(f(t)) ou encore tll+moot ft) =400
it. Si f est une fonction continue et positive sur |0,a] :

a
e pour montrer que l’intégrale / f(t)dt est convergente, on peut chercher un réel o < 1 tel que :
0

ft) = o<;> ou encore }i_r)r(l)to‘f(t) =0

0

a
e pour montrer que l’intégrale / f(t)dt est divergente, on peut chercher un réel o > 1 tel que :
0

= o(f(t)) ou encore t1~i>I(I)1+ t*f(t) = +oo

Le plus souvent, on étudiera la limite de ['une des fonctions t v+ t>f(t) ou t — /tf(t) en 0 ou en +oo,
le choiz se faisant selon que [’on cherche da prouver que l’intégrale est convergente ou divergente.

—+o0
Exercice 21.7  Etudier la nature des intégrales / et dt,
0

+oo dt L 46
/ 7%/ .
1 t+VE—1 0o VI—t

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



12 21. Intégrales généralisées

D. Absolue convergence et semi-convergence

Dans toute cette partie, on désigne par a et b deux éléments de R tels que —oo < a < b < +00 et f une fonction
continue sur |a, b[.

Définition 21.23

b b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente si 'intégrale / | f(t)| dt est convergente.
a a

Théoreme 21.24

b
Si I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente, alors elle est convergente.
a

Remarques a. Ce résultat est fondamental puisqu’il permettra dans de nombreuses situations de prouver
la convergence d’une intégrale impropre d’une fonction n’étant pas de signe constant en
appliquant par exemple les critéres de comparaison d’intégrales de fonctions positives a la
fonction |f].

b. Attention, il n’y a pas équivalence et I'on ne peut donc rien dire quant & la nature de

b b
Pintégrale / f(t) dt lorsque l'intégrale / |f(t)] dt diverge.

b b
¢. Si l'intégrale f(t) dt converge et si I'intégrale / |f(¢)|dt diverge, on dit que I'intégrale
a

a

b
/ f(t) dt est semi-convergente.
Ja

“+o0
. s 1 P 3 ) s n(t
Exercice 21.8 1. A l’aide d’une intégration par parties, démontrer que 'intégrale / # dt est conver-
1
gente.

2. (a) Démontrer que :

Yt € [1,+oo], > of >

sin(t) ’ S 1 — cos(2t) >0

cos(2t)
2t

sin(t)

+oo
(b) Prouver que l'intégrale / dt converge.
1

+oo
(¢) En déduire que l'intégrale / dt n’est pas absolument convergente.
1

Théoreme 21.25

b
Si / f(t) dt est absolument convergente et si a < b, alors :
a
b
| s
a

vt e la,bl, —|f)] < f(t) <|f(t)]

b
</vww

Preuve Ona:

b b
Comme les intégrales [ f(t)dtet [ |f(¢)|dt sont convergentes et comme a < b, on en déduit,
a

a
par croissance de l'intégration :

b b b
—/umw</fma</umw
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/ab Ft)dt

et donc :

b
< / ()] dt

E. Lafonction T

Théoreme 21.26

+oo
Soit € R. L’intégrale / t*~L e~ dt converge si et seulement si x appartient & R% .

0
On définit alors une fonction, appelée fonction Gamma et notée I' par :

+oo
Vz e Ry, T'(z) = / t* e tdt
0

Exercice 21.9  Démontrer le théoréme P21 28.

Proposition 21.27

La fonction I' a les propriétés suivantes :
i. VeeRy, T'(xz+1)=2I(x)
iw. VYneN* T'(n)=(n—1)!

Exercice 21.10 Démontrer le théoréme 2127.

Remarques a. Le programme stipule « pour le calcul des moments de la loi v, on pourra établir I'(v + 1) =
vI'(v) et I'(n+1) = n! pour tout n de N ». Cette formulation semble indiquer que les résultats
de la proposition PT727 ne sont a priori pas au programme et il est donc préférable de bien
savoir les démontrer.

1
b. Il peut étre intéressant de se souvenir que I' (2> = /m. Cependant, ce résultat ne fait pas

partie du programme.

F. Correction des exercices

Correction de I’exercice 21-1

1
» La fonction t — T

; est continue sur [0, 1] comme fonction rationnelle définie sur [0,1] et on a :

Todt
vz € [0,1], / A -
=—In(1—x)
donc : N
) Tode
lim — =400

ol fy 1—t

1
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / 1—; est divergente.
0

» La fonction ¢ — et est continue sur Rt et on a :

Ve € RT, /0 e tdt = [—e_t}g

=1—e"
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14 21. Intégrales généralisées

et donc :
x

lim e tdt=1

r——+00 0

—+oo
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / e~ ' dt converge et que :
0

+oo
/ e tdt=1
0

» Les fonctions t — ¢ et In sont de classe C! sur ]0, 1] donc, par intégration par parties :

v €]0,1], /11n(t)dt = [tIn(t)]L — /lt X %dt
’ = —zln(z) — 1’”+ x
De plus, par croissances comparées, on sait que :
ili)%x In(z) =0

et donc : .

lim [ In(¢)dt=—1

z—0 -

1
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / In(t) dt converge et que :
0

/Olln(t) dt = —1

La fonction ¢ — e~ est continue sur RT. Plusieurs cas se présentent alors :

VzGR*,/e*O‘tdt:/ 1-dt¢
0 0

=Z

Correction de I'exercice 21-2

¢ Sia=0,alors :

et donc :
€T

lim e 0t dt = +00
r——+o0 0

o0
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / e ' dt diverge.
0

o Sia>0,alors :

x —at1?®
vz € RT, / et dt = {_e }
0 @ o

1 _ e—()éx

(0%

et donc, comme —a < 0 :
x

1
lim e dt = —
r——+00 0 (07

—+oo
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / e~ dt converge et que :
0

+oo 1
/ e ot dt = —
0 &
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o Sia<0,onade méme :

v 1—e®
Vo € RT, / e M dt = ———
0 (0%
et donc, comme —a > 0 :
x
lim e~ dt = +o00

Tr— 400 0

“+o0
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / e~ dt diverge.
0

Correction de I'exercice 21-3

» La fonction t — te~t” est continue sur R et on a :

T ) _2]%
Vz € R, / te=t dt = [—e ]
0 2
0

1—e
2

et donc :

z 2 1
lim te U dt ==
xr——+00 0 2

400 1
ce qui prouve que l'intégrale / te ! dt converge et vaut 5 De méme, on a :
0

0 2
Vo e R™, / te™t dt =

1
@
vl L
N
_
8 [}

_ e ¥ —1
2
et donc :
0 2 1
lim te " dt = —=
T——00 2

x

0

1
ce qui prouve que l'intégrale / te ' dt converge et vaut ——. Finalement, on en déduit que l'intégrale

— 00

+oo R
/ te”"" dt converge et que :

— 00

0

+o0 +o00
—t2 _ —t? —t? _
te " dt = te™" dt + te™" dt=0
0 —0o0

— 00

» La fonction t — ¢ est continue sur R et on a :

x 21
VxeRJr,/tdt:[t}
0 2 0
2

oz
2
et donc :
T
lim tdt = 400
r—r+00 0
+oo +oo
donc l'intégrale / tdt est divergente, ce qui suffit pour conclure que l'intégrale / tdt diverge.
0 —o00
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Correction de I'exercice 21-4

1
1. La fonction t — o est continue sur [1,4+o0o[ et on a, si a £ 1 :

T dt tl-]”
Ve > 1, —[ ]
1 1—a],

tor
793170471
T 1l-«
et donc :
oo sia<l1
. T dt +
lim — =
eotoo fy 1 sia>1

o —

De plus, sia=1,0n a:

et donc :
xr

lim — = 400
r—r+00 1

“+oo
Finalement, on en déduit que 'intégrale / o converge si et seulement si o > 1.
1

1
2. De méme, la fonction ¢ — o est continue sur |0, 1] et on a :

1— 11—«
VxE]O,l],/ — = o
xT ta
—In(x) sia=1
et alors :
' g +o0 sia>1
lim ==
220/, o — siaxl1
l—«a

1
dt
Finalement, on en déduit que l'intégrale / m converge si et seulement si o < 1.
0

1
3. De méme, si a < b, la fonction ¢ — (G est continue sur [a,b[ et on a :
b— l—-a _ b— 11—«
T gt (b-a) 1 (b—z) sia#1
Vxe[a,b[,/ — = -
a (b - t)oz
—1In(b — z) sia=1
et alors :
) " dar +00 sia>1
im — = _l-a
AR | ) A
1-a

b

Finalement, on en déduit que 'intégrale —_—
e L (b—1)"

b
dt
Le raisonnement est analogue pour l'intégrale / W
—a
a

converge si et seulement si o < 1.
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Correction de I'exercice 21-5

1
La fonction ¢t + 1 —t2 est continue et strictement positive sur [0, 1] et la fonction u > T est continue sur R,
U
1
donc la fonction t = ———= est continue sur [0, 1].
T [0,1]
1
7T dt
De plus, la fonction sin est une bijection de classe C' de [O, 7[ sur [0, 1], donc l'intégrale / ——— est de
p j g | o 101 gl o Vi
. L cos(@)
méme nature, et valeur en cas de convergence, que l'intégrale
\/1 — sin?
De plus, on a :
cos(f cos(f
We{ { ©  _ g)
\/1 — sin?(0) V/cos?(0)
_ cos(0)
~ eos(0)|
et comme la fonction cos est positive sur [07 g [ :
0
We@ﬁngﬂiLizl
2 1 —sin?(0)
o . cos(0) . 7r ST s
Ainsi, la fonction 6 — — est continue sur [0, 5 [ et prolongeable par continuité en 5 donc l'intégrale
1 —sin“(0)

/ cos( d0 converge.
\/1 — sin?

On en déduit que 'intégrale converge et que :

/1 dt
0 V1—1t2

/ / cos a0
V1-— t2 \/1-— sin?
_ / 140
0
_ Vs
2
Remarque Le lect Itivé & la fonction t +— ! t la dérivée de la foncti
e lecteur cultivé aura remarqué que la fonction ———— est la dérivée de la fonction
V1 —t2
arcsin sur | — 1, 1[. Cependant, cette fonction n’étant pas au programme, ce résultat ne peut
étre utilisé aux concours.
Correction de I’exercice 21-6
2
La fonction t = ———— est continue sur Rt et on a :

(1+12)2

T 42 1 [ 2
Y Rt — dt = —= t - | dt
ve /0 1+ 2/0 X( <1+t2>2>

Or les fonctions t — t et t — 1+t2 (primitive de ¢t — — sont de classe C! sur Rt donc, par intégration

2t
i+ep

Vr € RT /rtht 1 ! w—/xtdt
o 422 21+, J, 1+

;[t]x+;hmmmmg

par parties :

1+t2],
_ x . arctan(z)
2(14a2) 2
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18 21. Intégrales généralisées

De plus, on a :
T 1
T2(1+a%) st 2z
donc :
lm —— &
z—+o0 2 (1 + 372)

) ™
et donc, comme lim arctan(z) = = :
T—r—+00 2

x t2

li at==
im ——dt = —
a—+oo Jo (14 t2)2 4

oo 2 T

i l’intégral ——d¢ t t —.

ce qui prouve que l'intégrale /0 (ESEE converge et vaut -

Correction de I'exercice 21-7

. — 2 . LS . 7’
» La fonction ¢ — e~* est continue et positive sur Rt et on a, par croissances comparées :

2
lim ?e % =0
t—+oo

(1
oo \ #2

—+o0
Comme l'intégrale de Riemann / 2 est convergente, on en déduit, d’apres les criteres de comparaison
1

d’ou :

+oo
d’intégrales de fonctions positives, que l'intégrale / o=t dt est convergente.
0

1
» La fonction ¢ — PR est continue et positive sur [1, +oo[ et on a :

+vVt—1

vt € [1, o0l

. 1
et donc, comme lim (1+4+4/1—-|=1:
t—-+oo t
1 1

trE—1 totoo ©

1 1
t+vt—1_t(1+\/1f%)

+oo
Comme l'intégrale de Riemann / 7 est divergente, on en déduit, d’apres les critéres de comparaison
1

d’intégrales de fonctions positives, que l'intégrale est divergente.

/+oo dt
1 t+vt—1

6
» La fonction t —» —— est continue et positive sur [0, 1] et on a :

Vit

16 1

V11—t t:l 1—

~

1
Comme l'intégrale de Riemann / est convergente, on en déduit, d’apres les criteres de comparaison
0

dt
Vv1i—t

d’intégrales de fonctions positives, que l'intégrale dt est convergente.

1 t6
|, 7=
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Correction de I'exercice 21-8

1
1. Soit x € [1,4o00[. Les fonctions t — — cos(t) et ¢t — n sont de classe C! sur [1, +o0[ donc, par intégration par

Kmt(t)dt: [—“)St(t)I—/j—cos(t) x (‘22) at

= cos(1) — cos(z) _ /I cos(?) dt (21.1)
€T 1

parties :

De plus on a :

e 1, 4oc], |25 < 2
donc d’apres le théoreme de I’encadrement :
IETOO cosx(x) —0
Par ailleurs on a :
V1€ [1, +odf, CO;(” ’ < %2

—+oo
Or l'intégrale de Riemann / 2 est convergente donc, d’apres les criteres de comparaison d’intégrales de
1

“+oo
cos(t
fonctions positives, I'intégrale / t2( ) dt est absolument convergente, donc convergente. Ainsi la fonction
1
* cos(t “ sin(t
T / t2( ) dt admet une limite finie en +00. On en déduit, avec (2I), que la fonction x — / % dt
1 1

sin(t)

“+o0
admet une limite finie en 400, donc que 'intégrale / dt est convergente.
1

2. (a) Ona:
Yt € [1,+o0[, 0 < [sin(t)] < 1

et donc, en multipliant par |sin(¢)| :
Vt € [1, 400, [sin(t)| = |sin(t)|* =0

De plus on sait que :
Vt € [1,+oo[, cos(2t) = cos(t + t) = cos?(t) — sin?(¢)

donc, comme cos?(t) = 1 — sin®(#) :
Vt € [1,+oo[, cos(2t) = 1 — 2sin?(t)

On en déduit : . o
Yt € [1,4o00[, sin®(t) = %S()

d’ou :
1 — cos(2t)
> -~ 7

Vt € [1,4o00[, |sin(t)] of

=0

sin(2t)

1
(b) Les fonctions t — et t— % sont de classe C! sur [1, +oo[ donc, par intégration par parties :

/ cos(2t) gt = sin(2t) _/ sin(2t) " s gt
Y a |, 2 22
_ sin(2z)  sin(2) +i/ sin(2t) gt
1

Oromna:
V€ [1,+o0],
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20 21. Intégrales généralisées

donc, par encadrement :

in(2
T L G
z—+oo  4x
Par ailleurs on a : (21)
sin(2t 1
Vt€[1,+oo[, 2 ‘<t2

On en déduit, d’apres les critéres de comparaison d’intégrales de fonctions positives, que l'intégrale

0 sin(2t) @ sin(2t)
/ dt converge. La fonction z — | 5— dt admet donc une limite finie en 400, donc la
1

t2 1 t
T cos(2t
fonction x — / (21)

+oo
2t
/ cos(2t) dt converge.
1

dt admet une limite finie en +00, ce qui nous permet de conclure que 'intégrale

2t
(¢) Ona:

sin(t)’ < 1 cos(2?)

vt € [1, +o0], 5 7

=20

cos(2t)

+oo —+oo
Or l'intégrale / dt est convergente et l'intégrale / 5% dt est divergente, donc I'intégrale
1 1

T /1 cos(2t) )
/ % % dt est divergente. On en déduit, d’apres les criteres de comparaison d’intégrales
1

sin(t)

+oo
de fonctions positives, que 'intégrale /
1

' dt est divergente.

Correction de I'exercice 21-9

Soit = € R. La fonction ¢ ~— t*~!e~* est continue et positive sur R* comme produit de fonctions qui le sont.
De plus, on a, par croissances comparées :

lim t*tte ' =0
t——+oo

1
x—1 —t _ -
X i t—»:-oo O<t2>

+oo
Comme l'intégrale de Riemann / 53 est convergente, on en déduit, d’apres les criteres de comparaison
1

+o00
d’intégrales de fonctions positives, que I'intégrale / t*~Le~tdt est convergente.
1

Par ailleurs, on a :
twfl eft ~ tmfl
t—0
soit encore : .
txfl eft ~ —
t—0 ti—7

1

Comme l'intégrale de Riemann prry converge si et seulement si 1 — x est strictement inférieur a 1, donc si

*

et seulement si x appartient a R%, on en déduit, d’apres les critéres de comparaison d’intégrales de fonctions

1
positives, que l'intégrale / t*~Le~t dt converge si et seulement si x appartient & R%.
0

+oo
Finalement, on en déduit que 'intégrale / t*~Le~t dt converge si et seulement si x est strictement positif.
0

Correction de I'’exercice 21-10

1. Soit x € R% . Soit (a,b) un couple de réels tels que 0 < a < b. On pose :

b
I(a,b) = / t*e ! dt
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Les fonctions ¢ +— t* et t — —e~* sont de classe C! sur R% donc, par intégration par parties :

b
I(a,b) = [-t" ]’ +x/ et dt

a

b
=ae v —be b+ x/ t*~lemtdt
a

De plus, comme z est strictement positif, on a :

lima®e™® =0
a—0
et par croissances comparées :
lim b"e " =0
b——+o00
donc, en faisant tendre successivement a vers 0 puis b vers 400 (ce qui est possible car les intégrales I'(x) et
I'(x + 1) convergent) :
Nz +1)=aT(zx)

2. D’apres le résultat précédent, on a :
Vn e N*, T'(n+1) =nT(n)

donc : I 0 I(n)
« n+1) n
vn e N, nl (n—1)

Ainsi, la suite ( ) est constante. Enfin, d’aprés P12, on a :
neN*

“+o0
r'(1) :/ e tdt=1
0

(n—1)!

donc :

et finalement :

G. Pour aller plus loin

Preuve du théoreme

b
Supposons que 'intégrale / | f(¢)| dt soit convergente. On considére les fonctions fy et f_ définies par :
a

Ve €la b, fi(t) = max(f(t),0) = {f(t) si f(£) >0

0 sif(t)<o0
et :
— max(— _ 0 si f(t) 20
F-(0) = max(~£(6).0) {—f(t) 2o
On a alors :

vt € a,bl, f(t) = fi(t) = f-(F)

De plus, comme f est continue sur |a, b, f1 et f_ sont des fonctions continues sur ]a,b[ et on a :
vt €a,b[, 0< f() <[f(B)] et 0<f() <[f(D)]
b
Comme 'intégrale / | f(t)| dt converge, on en déduit, d’apres les critéres de comparaison d’intégrales de fonc-
a

b b b
tions positives, que les intégrales / f+(t)dt et / f—(t) dt sont convergentes et donc que l'intégrale / flt)de
a a a

converge également.
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