Intégration sur un segment

ECG Maths Approfondies
Semestre 1

A. Primitive d'une fonction continue

Dans tout ce paragraphe, I désigne un intervalle de R et f et F' sont deux fonctions définies sur I, a valeurs
dans R.

A.1. Notion de primitive

Définition 22.1

On dit que F' est une primitive de f sur I si F' est dérivable sur I et si: F' = f.

Exemples 221 a. Comme sin est dérivable sur R et comme sin’ = cos, la fonction sin est une primitive de la
fonction cos sur R.

b. La fonction In est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x — %, donc In est une
primitive de = — % sur R .

Proposition 22.2

Si F' est une primitive de f sur l'intervalle I, alors f admet une infinité de primitives sur I et ’ensemble
des primitives de f est {F + k, k € R}.

Par conséquent, si F' est une primitive de f sur I et si a € I, alors f admet une unique primitive
s’annulant en a, qui est la fonction x — F(z) — F(a).

Preuve o Il est immédiat que, pour tout k € R, F' 4+ k est une fonction dérivable, de dérivée f, donc est

une primitive de f. Soit alors G une primitive de f. Alors G — F est dérivable sur I comme
somme de fonctions dérivables et on a :

Ve eI, (G(z)— F) () =G (z) — F'(z)

= f(z) = f(=)
=0

Ainsi, G — F est constante, donc il existe un réel k tel que : G = F + k.

o Si F est une primitive de f, la fonction G : z — F(z) — F(a) est une primitive de f d’aprés
le résultat précédent. De plus, on a directement : G(a) = 0. Enfin, si H est une primitive de
f qui s’annule en a, alors G — H est constante (d’apres le résultat précédent) et s’annule en
a, donc G = H, ce qui prouve bien 'unicité de la primitive de f s’annulant en a.

O

Remarques a. Il faut donc éviter de parler de « la primitive de f » puisque, s’il existe une primitive, il y en
a une infinité. On dira donc soit « une primitive de f est ... », soit « la primitive de f qui
s’annule en a est ... ».

b. Lorsqu’on recherche les primitives d’une fonction continue, il est important de s’assurer que
Pon est sur un intervalle pour affirmer que deux primitives difféerent d’une constante.



22. Intégration sur un segment

Théoreme 22.3

Par exemple, la fonction z +— % est une fonction continue sur R* et admet pour primitives,
entre autres les fonctions :

Injz[+3 siz>0
Injz|+2 siz<O0

! H{ln|yc—&—1 siz >0
1T

et 1T
Injz|—2 siz<0 f2 {
Pourtant fo — f; n’est pas une fonction constante sur R*. Cela est du au fait que R* n’est
pas un intervalle. En revanche, on peut constater que fo — f; est bien constante sur chacun
des intervalles R* et R .

Toute fonction continue sur I admet au moins une primitive sur I.

A.2. Primitives des fonctions usuelles

Dans le tableau suivant, f est une fonction continue sur I, F' désigne une primitive de f, n est un entier relatif
et « est un réel strictement positif. Ces résultats découlent directement des dérivées usuelles.

I F I
n > 0 J;n«#l R
x = z" (n>0) T T
x " (n < —2) gy 220 R*% ou R*
~ n+1 + -
1 *
« zott *
T Z T R%
L x +— In x| R% ou R*
T +— e T e’ R
cos sin R
sin — cos R
1
T e arctan R

A.3. Primitives remarquables

Les opérations sur les primitives proposées ci-dessous découlent directement des propriétés de la dérivation.

Proposition 22.4

Soit f, g, F et G des fonctions définies sur I, a valeurs dans R, A, u deux réels, o un réel différent de 1.
Si F' est une primitive de f et si G est une primitive de g, alors :

AF est une primitive de Af sur I,
F + G est une primitive de f + g sur [,

1
si A #0, x = — F(Az + p) est une primitive de x — f(Ax + p) sur I,

F x G est une primitive de f x G+ F X g sur I.

A
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B. Intégrale d'une fonction continue 3

Exercice 221  Déterminer les primitives des fonctions

2x + 2

—_ 1 —22)?
J;2—|—2x—3+( z)

frx—a?+3c—e® et g:z—

Proposition 22.5

Si F' une fonction dérivable sur I, a valeurs dans un intervalle J de R, et si G une fonction dérivable sur
J, alors G o F est une primitive de F/ x G’ o F sur I.

Remarque En particulier, on peut donc affirmer que, si u est une fonction dérivable de I dans R :

e expou est une primitive de u’ X exp ou sur I,
/
. ; o u
o siu ne s’annule pas sur I, Ino |u| est une primitive de — sur I,
u

o siu est strictement positive sur I, \/u est une primitive de ——= sur I,

SN
/
sur I.

e arctan ow est une primitive de 3
U

3xr+6
Va2 +4xr 4+ 1

Exercice 222  Déterminer les primitive de f : x +— sur RT.

B. Intégrale d'une fonction continue

Dans tout ce paragraphe, I est un intervalle de R, a et b deux éléments de I et f est une fonction continue sur
I et & valeurs dans R.

B.1. Définition

Théoreme 22.6

Si F' est une primitive de f sur [a,b], le réel F(b) — F(a) est indépendant du choix de la primitive F.

Preuve Soit F' et G deux primitives de f sur [a,b]. D’aprés B22, il existe un réel k tel que : G = F + k
et alors :

G(b) — G(a) = [F(b) + k] — [F(a) + k] = F(b) — F(a)

O

Définition 22.7

Si F' est une primitive de f sur [a, b], le réel F(b) — F'(a) est appelé intégrale de f de a a b et on note :
) b
FO) - Fla) = F@), = [ f(z)da

b
La fonction f est appelée intégrande de I'intégrale / f(z)da.
a
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n
Remarques a. De méme que, pour toute famille (uy)1<k<n de réels, la somme Zuk est indépendante de
k=1

b
k (on dit que k est un indice muet), 'intégrale / f(x) dz ne dépend pas de la variable = (z

est une variable muette) et on notera donc indifféremment

/abf(x)dxz/abf(t)dt:/abf(wdu:m

b. On déduit de maniére immédiate de la définition les deux propositions suivantes :

Proposition 22.8

Si ¢ est une constante réelle alors, pour tout couple (a,b) de réels :

/abcdx:c(b—a)

Proposition 22.9

Si f est une fonction continue sur I et si a et b sont deux éléments de I, alors :

/baf(x)dxz—/abf(x)dx et /aaf(x)dgjzo

B.2. Fonction définie par une intégrale

Théoreme 22.10

xT
Si f est continue sur I, la fonction F' : z — / f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en a et
a

c’est une fonction de classe C! sur I.

Preuve Ce résultat est une conséquence immédiate de ZZ2. O
.’I,‘2

Exercice 223  Si f est une fonction continue sur R, démontrer que la fonction G : = — / f(t)dt est de
xT

classe C! sur R et exprimer sa dérivée en fonction de f.

Remarque Comme on a pu le voir dans I’exemple précédent, il est important dans ’étude de la dérivation et
du calcul de la dérivée d’une intégrale fonction de ses bornes, de faire attention a la dérivabilité
et a la dérivée des bornes : il s’agit d’une composée.

Théoreme 22.11

Si a est un réel positif ou nulle et si f est une fonction continue sur [—a, a], alors :

i. si f est impaire : f(z)dz =0

it. si f est paire : ) f(z)dx = Z/a f(z)da
—a 0
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B. Intégrale d'une fonction continue

Preuve Comme f est continue sur [—a, a], elle admet une primitive F nulle en 0 et la fonction
G:z— f@)dt = F(x) — F(—x)
est de classe C! sur [—a,a] et on a :
Veel, G'(x)=F'(z)+ F'(—x)
= f(2) + f(-=)

o Si f est impaire, on en déduit que G’ est constante nulle sur [—a,a], donc G est constante
et, comme G(0) = 0, G est constante nulle. En particulier, on a donc :

’ f(z)dz =G(a) =0

—a

o Si f est paire, on a alors :
Ve eI, G'(x)=2f(x)

donc, comme G(0) = 0, G est I'unique primitive de 2f qui s’annule en 0, donc : G = 2F et

en particulier :

' f(z)dx = G(a) = 2F(a) = 2/Oa f(z)dx

B.3. Propriétés de I'intégration

Dans ce paragraphe, I désigne encore un intervalle de R et (a,b) est un couple d’éléments de I.

Théoreme 22.12 » Linéarité de I'intégration

Si f et g sont continues sur I, on a, pour tout (a,b) € I? et pour tout (A, u) € R? :
b

/ OV OOl — / @) do 4+ p | s@)az

Comme f et g sont continues sur I, elles admettent chacune une primitive, respectivement notées
b

Preuve
F et G. Alors A\F + uG est une primitive de Af + pg. Ainsi, les intégrales / M (z)+ pg(z)] de,

b b
/ f(z)dx et / g(z) do existent et on a :

b
/ [Af(2) + pg(a)] dz = [AF(D) + pG(b)] — [AF(a) + pG(a)]
= A[F(b) = F(a)] = u[G(b) — G(a)]

:/\/abf(x)d:c—i—u/abg(a:)dx

Théoreme 22.13 » Relation de Chasles

Si f est continue sur I, on a, pour tout (a,b,c) € I® :

/acf(x)dx:/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx
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6 22. Intégration sur un segment

Preuve Comme f est continue sur I elle admet une primitive F' sur I et, comme a,b et ¢ appartiennent

c b c
a I, les intégrales / f(z)de, / f(x)dx et / f(z) dx existent et on a :
b

a

/ " fla)de = F(e) - F(a)
&) — F(b)] + [F(b) — F(a)]

= [F HEG) -
:/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx

Théoreme 22.14 » Positivité de I'intégration

Si f est continue et positive sur [a,b] et si a < b, alors :

/bf(a:)da:>0

Preuve b
Comme f est continue sur [ elle admet une primitive F sur [a, b] et 'intégrale / f(z) dz existe.

a
De plus, comme f = F”’ est positive sur [a, b], F' est croissante sur [a, b], donc, comme a < b :

b
/ F@)dz = E(b) — F(a) >0

Théoreme 22.15 » Stricte positivité de I'intégration

Si f est continue, positive, non constante nulle sur [a, b] et si a < b alors :

/abf(:v)dx>0

En particulier, on a donc, si f est continue et positive sur [a,b] et si a < b :

b
/ f(z)de =0=>Vz € [a,0], f(z) =0

b

Comme f est continue sur I elle admet une primitive F' sur [a, b] et I'intégrale / f(z) dz existe.
a

Preuve

On suppose alors que :
b
F(b) — F(a) = / fl@)dz=0 (22.1)
Comme f = F’" est positive sur [a,b], F est croissante sur [a, b] et donc, comme a < b :
Vz € [a,b], F(a) < F(z) < F(b)

et alors, d’apres (22) :
Va € [a,b], F(z) = F(a)

donc F est constante sur [a,b] et F' = f est constante nulle sur [a, b]. O
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C. Intégrale d'une fonction continue par morceaux 7

Théoreme 22.16 » Croissance de l'intégration

Si f et g sont deux fonctions continues sur I et si a et b sont deux éléments de I tels que a < b et :

vz € [a,b], f(z) < g(z)

/abf(x) dz < /abg@)dx

Par conséquent, si f est continue sur [a,b] avec a < b, alors :
b

[ f@as
a

¢ Avec les hypothéses du théoréme, g — f est une fonction continue et positive sur [a, b] donc,
par positivité de l'intégration 2214, comme a < b :

alors :

b
</ 1f(2)| dz < (b— a) sup ()|

zel

Preuve

b
/ l9(z) — f(2)]da >0

et par linéarité de 'intégration B212 :
b b
/ g(z)dx —/ fl@)dx >0

o Si f est une fonction continue sur [a, b, | f| est continue sur [a, b]. De plus, on a :
Va € [a, b], —Stllplfl <= |f(@)] < fl2) < |f(@)] < SI}plf\

On en déduit, par croissance de l'intégration, les fonctions considérées ici étant toutes conti-
nues et positives sur [a,b] avec a < b :

b b b b b
[ —swlntar< [ —i@lae< [f@de< [if@) o< [Cslrar

et alors, par linéarité de l'intégration et comme sup | f| est une constante :
I

/abf(x)dx

b
< / (@)l de < (0~ a) sup (2)

b b
~b—a) s @) <~ [ |f@)]de < < [ 1@l < (b= suplf(a)

/abf(x)dw

soit finalement :

C. Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Dans ce paragraphe, a et b désignent deux réels distincts tels que a < b.

Définition 22.17

On dit qu’une fonction f est continue par morceaux sur [a,b] 8'il existe une famille finie (z1,...,2,)
d’éléments de [a, b] telle que f soit continue en tout point de [a,b] distinct de z1,...,z, et si f admet
une limite finie & gauche et & droite en chacun des points x1, ..., Z,.
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8 22. Intégration sur un segment

Définition 22.18

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On note zg = a, Z,+1 = b et a1, ..., %, les éléments
de ]a, b[ en lesquels f n’est pas continue.

Pour tout 7 € [0,n], on note f; la restriction de f & |z;, z;41[ et on note ﬁ le prolongement par continuité
sur [z;, z;+1] de fi.

On appelle intégrale de a a b de f le réel

b n o opmign
/a f(z)dx = ;A fi(z) dz

On appelle alors intégrale de b & a de f le réel

/baf(x)dw=—/abf(x)dw

Remarques a. Les propriétés BZ12 (linéarité de I'intégration), 2213 (relation de Chasles), B2ZId (positivité
de I'intégration) et 218 (croissance de l'intégration) restent valables pour pour des fonctions
continues par morceaux.

b. Attention, la propriété EZIH (stricte positivité de I'intégration) n’est en général plus valable
pour une fonction continue par morceaux. On peut par exemple considérer le cas de la
fonction x — |x], qui est continue par morceaux sur [0, 1], positive et non constante nulle,
mais dont l'intégrale de 0 a 1 est nulle.

D. Interprétation géométrique de I'intégrale d'une fonction positive

Dans ce paragraphe, le plan est munit d’un repére orthogonal (O, 1, j).

Théoreme 22.19

b
Soit a et b deux réels tels que a < b. Si f est une fonction continue et positive sur [a,b], alors [ f(z)d=

a
est égale a l'aire du domaine du plan délimité par les droites d’équation y = 0, z = a et x = b et la
courbe représentative de f.

Dans tout ce paragraphe, a et b sont deux réels tels que a < b et f est une fonction continue sur [a, b].

Définition 22.20

On consideére les suites (S, )nen+ €t (S, )nen+ définies par :
. (1)

a b—a —
) et S/ = — > f(
Pour tout n € N*, S,, et S/, sont appelées sommes de Riemann & pas constant de f sur [a, b].

k=1
Théoreme 22.21

Si f est continue sur [a,b], on a :
b
a) = / f(z)da

b—a 22
Vn e N*, S, = f(
n
k=0

lim <
n—-+oo n =

PE) = m ot S

k=1
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D. Interprétation géométrique de l'intégrale d'une fonction positive 9

Remarque Ce résultat est fondamental parce qu’il permet d’approcher la valeur d’une intégrale. Par
b

exemple, sur le graphique suivant, on pourrait approcher la valeur de 'intégrale f(z)dz

a
par la somme des aires des rectangles grisés qui correspond a la valeur de Sg dans l'exemple.
Plus n est grand, plus la partie grisée sera « proche » du domaine du plan délimité par les
droites d’équation y = 0, x = a et * = b et la courbe représentative de f.

f(xo)

fix) F----

f(xz) _____ ——

f(x3) _______________
fixg) Lo L __

fixg) [ ————Jimiooo oo b=
f(x6) ———————————————————————————————

X9 X X, X3 X4 X5 Xg

Exercice 224  On se propose de démontrer le théoréme 221 dans le cas ou f est de classe C! sur [a,b]
(conformément au programme). On note :

Vn € N*, Vk € [0,n], a:n,k:a—i—k‘b_a

1. Déterminer la limite de S,, — S, lorsque n tend vers +oo.

- /  fla)dr [b @ f () — / f<x>dx]

2. (a) Démontrer que :

Z

VYn € N*,

(b) En déduire que :
Vn € N¥,

—/abf(x)

3. (a) Justifier existence d’un réel M tel que :

Z / T ) — F(@)] da

Tn,k

Va € [a,b], |f ()| < M

—/abf(x)d:c <M

(b) En déduire que :

N2
Vn € N*, (b-af

4.  Conclure.

n

Exercice 22.5 Calculer la limite de Z
k=1

L d
o orsque n tend vers +oo.
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10 22. Intégration sur un segment

E. Intégration par parties, par changement de variable

Dans ce paragraphe, f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle I de R.

E.1. Intégration par parties

Théoreme 22.22

Si f et g sont de classe C* sur I alors, pour tout (a,b) € I? :

/ 7(@) 9(@) de = [Fe} g @) / f(2) ¢ (@) dz

Preuve f et g sont de classe C! sur I, donc fg aussi et :

(f9) =fg+fd

soit encore :
flg=(f9) —fd

et alors, par linéarité de I'intégration :

/ 7'(@) g(x) da = / () (@) o~ / ' fa) (@) da
- @l - | ' fe) (@) da

Exercice 226 1. Calculer l'intégrale In(z

1

2?In(1422)dz (on pourra remarquer que x*

J
J

2. Calculer l'intégrale = (2 =1)(z*+1)+1).

E.2. Changement de variable

Théoreme 22.23

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R, ¢ une fonction de classe C' sur un intervalle J de
R tel que ¢(J) C I. Pour tout couple (a,b) d’éléments de J, on a :

»(b)
/foso >dx—/() f(t)dt
p(a

Pour justifier cette égalité, on dit qu’on a effectué le changement de variable ¢t = ¢(z)

Preuve f est continue sur I donc admet une primitive F' et alors :

/fw >dx—LbF’ow<x>w’(x>dx

b
= [Fop()],
= F(p(b)) — F(¢(a))
»(b)
[ s
»(a)
O
Remarques a. Le programme indique clairement que « les changements de variables non affines devront étre

indiqués aux candidats ».
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F. Correction des exercices 1"

b. Si la fonction ¢ est de classe C! et strictement monotone sur J (donc bijective de J sur
o(J), alors, pour tout couple (a,b) d’éléments de J, ¢([a,b]) = [¢(a), ¢(b)] (en notant [z, y]
le segment d’extrémités z et y méme si y < x). Par conséquent, il suffit dans ce cas que f
soit continue sur [p(a), p(b)] pour que le changement de variable s’applique.

Exercice 227  En effectuant le changement de variable x = sin?(u), calculer l'intégrale I =

i =

F. Correction des exercices

Correction de I’exercice 22-1

» La fonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues sur R (fonction polynéme et exponen-
tielle) et admet donc des primitives. La fonction z — %3 est une primitive de x — 22, la fonction z I—Q
est une primitive de la fonction x — x et la fonction x — e est une primitive de z — e*, donc I’ensemble
des primitives de f est :

3
{xH%+;x2—ez+k, keR}

» La fonction g est continue sur R\ {—3,1} comme somme de fonctions continues sur R \ {—3,1} (fonction
rationnelle définie sur R puisque 2 — x + 3 est un trinéme et admet donc des primitives sur chacun des

intervalles |—o0,—3[, | — 3,1[ et |1,4o00[. Pour tout intervalle I égal & |—oo, =3[, | — 3,1[ ou |1, +o0], la
2 2 1—2z)3
fonction z — In |22 + 2z — 3| est une primitive de z % sur I et la fonction z — —% est
x x —
une primitive de la fonction z +— (1 — 2x)? donc 'ensemble des primitives de f sur I est :
1—2x)3
{zHln|x2+2x73| ~%+k, kE]R}

Correction de I'exercice 22-2

On peut déja remarquer que la fonction z + 22 +4x + 1 est continue et strictement positive sur R*, donc f
est continue sur Rt comme quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas sur R*, de fonctions continues sur

R*. De plus, la dérivée de la fonction u :  — 2% + 4z + 1 est la fonction z — 2z +4 et on a :
w'(x)
2 /u(x)

Vr € RY, f(z) =3 x

donc ’ensemble des primitives de f est :
{r—3Va2+4z+1+k keR}

Correction de I’exercice 22-3
f étant continue sur R, elle admet une primitive F', de classe C' sur R et alors :
Vr € R, G(z) = F(z%) — F()
Comme les fonctions x — 22 et F sont de classe C' sur R, on en déduit que G est de classe C' sur R et que :
Vo € R, G'(z) = 22F'(2*) — F'(z)
= 2f(2%) — f(2)
Correction de I’exercice 22-4

1. Ona:
VneN*, S -5, =

donc :

lim (S, —S,) =0

n—-+o0o
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12 22. Intégration sur un segment

2. (a) On peut remarquer que :
VTLGN*7 a4 = Tn,0 gxn,l < gmn,nfl gxn,n:n

)

D’apres la relation de Chasles, on a donc :

n—1 .z, ki1
Vn € N*, /bf(:c)dx—Z/ f(z)dz
a k=0

Tk

et alors, d’apres 'inégalité triangulaire :

b n—1 b—a T, kb1
YneN* |S,— [ flx)dz| = l f@nk) — f(x) dx]
/a kZ:O n * /In,k
d’otut :
neN, |9 /bf( Jar| < 3 [b“ﬂ = [ )d]
n , |Sn — x)dz| < Tnk) — x)dx
@ k=0 K T,k

(b) On peut remarquer™ que :

b—a

Vn e N* Vk e [0,n—1], Tpii1 — Tnik =
n

et donc :

b —a T, k+1
Vn e N, Wk € [ 1], 2 () :/ F@np) de

n,k

et alors, d’apres le résultat de la question précédente et par linéarité de l'intégration :

n

b —1
Vn € N*, Sn—/ fla)dz| <>
e k=0

/%m [f(@nr) — f(z)]dz

n.k

et, par croissance de U'intégration, f étant continue sur les segments [, k, Tn k41, aVEC Tp g < Ty 1

Tn, k+1

) F(@nk) — f(@)] da
). e

n,k

b
Vn € N*, Sn—/ f(z)dz

3. (a) Comme f est de classe C! sur [a,b], f’ étant continue sur le segment [a,b] donc :

’Il existe un réel M tel que : Vx € [a,b], |f'(z)| < M‘

(b) En particulier, on a donc :
Vn e N*, Vk € [0,n — 1], Vx € |z i, Tn e[, |f(2)] < M

Comme, pour tout k € [0,n — 1], f est continue sur [z, k, Tn k+1] €t dérivable sur |z, k, Tn k+1[, On en
déduit, d’apres I'inégalité des accroissements finis :

Vn e N*, Vk € [0,n — 1], Vz € [Zn ks Tnkt1], |f(znr) — f(2)] |1 — x|
b—a

n

<M
<M

1. C’est d’ailleurs pour cette raison que l’on parle de « pas constant ».
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F. Correction des exercices 13

et donc, d’apres le résultat de la question 2b et par croissance de l'intégration (les fonctions en présence
étant continues sur chaque segment [z, i, Tn k+1] €t les bornes étant dans le sens croissant) :

b Tn k+1 b _
Vn € N*, f/ f(z)dx Z ad:z:
a k=0"Tn
b _a n—1
< M Z (xn,kJrl - xn,k:)
k=0
n—1 (b
My
k=0
et finalement :
b 2
b—
Vn e N*, |8, — / f(z) ( n“)

4. On a :
N2
lim g 2=

n—-+4oo n

=0

D’apres le résultat précédent et le théoreme de I’encadrement, on en déduit que :

b
nll}l}rloo Sn:/a f(z)dx

ce qui nous permet de conclure, d’apres le résultat de la question 1 :

b
lim S, = lim S, = /f(x)dx

n—-+oo n——+oo

Correction de I'exercice 22-5

On remarque que :
n n

\ 1 1
VneI\LZ#:fZi

=1 ol (%)2

La fonction f : x — T
(aveca=0etb=1):

e étant continue sur [0,1], on en déduit, en reconnaissant une somme de Riemann
x

n 1
n dx
li = —_—
n;&lookZRQMQ /O o

De plus, on a :

Uode
/o o= [arctan(a:)](l)

= arctan(1) — arctan(0)
T

4

et donc :

n

. n s
ngr}rloo; n2 4+ k2 4
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14 22. Intégration sur un segment

Correction de I'exercice 22-6

1. La fonction In est continue sur [1,e] donc l'intégrale étudiée a un sens. De plus, on peut remarquer que :

/16 In(z) dz = /1 | % In(z) do

Ve elye], f(x)=z et g(z)=In(x)

On pose alors :

f et g sont de classe C! sur [1,e] donc, par intégration par parties :

/16 In(z) dz = [z In(z)]° — /lx y %daz

eln(e)ln(l)/lel~dx
=e—(e—1)

et finalement :

/16 In(z)dz =1

3
2. Les fonctions f : z +— % et g: x+— In(1 + 2?) sont de classe C! sur [0, 1] donc, par intégration par parties :

e 3

In(2) 2
3 _g/o 1+z2dx
(

2) 2/1(x21)(x2+1)+1d
- = T

3 3/ 1+ a2

(

n2) 2 [, 1

= - = -1+ —
3 3/0 [m +1+x2]dx
(

1
= S L x + arctan(z)
B 313 0

et finalement :

In(2) 4 =
2In(1 dex = - — —
/1 2?In(1 +2?)dz = 3 + 5”&
Correction de I’exercice 22-7
. 1 . 13 L .
La fonction £ — —————= est continue sur |-, — |, donc l'intégrale I existe.
z(1—x) 4’4

13
De plus, la fonction ¢ : u +— sin®(u) est de classe C! sur {%, %} avec @ ([g gD [4 4} donc, en effectuant

le changement de variable z = sin®(u) (dz = 2 cos(u) sin(u) du) :

x 2 cos(u) sin(u) du

5 1
I =
/’6' \/sin2 (u)\/l — sin®(u)

-/ in(u)] [cos(a)]
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. . s T T
et comme les fonctions sin et cos sont positives sur [6’ g} :

jus
3

I = 2 du

-2(3-3)
3 6

et finalement :
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