Compléments d'algebre linéaire

ECG Maths Approfondies
Semestre 3

A. Changement de base

On a vu dans les chapitres précédents qu’un vecteur (respectivement une application linéaire) peut étre ca-
ractérisé par ses coordonnées (respectivement par sa matrice représentative) dans une base (respectivement un
couple de bases).

On peut cependant se demander ce qu’il advient si ’on change les bases considérées. Ainsi, étant donné un vecteur
z d’un espace vectoriel £ muni de deux bases B et B’, existe-t-il un lien entre les coordonnées respectives de x
dans les bases B et B’ ?

Le but de ce paragraphe est de répondre a cette question.

A.1. Matrice de passage

Définition 12.1

Soit E un espace vectoriel de dimension n non nulle, B = (e;)1<i<n €t C = (€;)1<i<n deux bases de E.
Pour tout j € [1,n], on note (e j)1<i<n les coordonnées de €, dans la base B, de sorte que l'on a :

n
Vj € [[1,’(1]], Ej = Zai,jei
=1

La matrice Pg ¢ = (o, j)1<i,j<n €St appelée matrice de passage de la base B a la base C.

Remarques a. La matrice Pg ¢ de passage de B = (e;)1<i<n & C = (€i)1<i<n est donc obtenue en écrivant
en colonne les coordonnées dans B des vecteurs de C :

€1 €5 En

I . i
a171 PR PR a177 PRI al)p <+ el
M = ai,l e e ai,j e ai,p — e;
On. 1 cee e an,j . an,p “— en

b. Pour faire le lien avec le chapitre précédent, on peut remarquer que la matrice de passage
de B = (e;)1<i<n & C = (&i)1<ign est la matrice représentative dans B de I'endomorphisme
f de E vérifiant :

Vi e [1,n], f(e)=c¢;

¢. On peut également remarquer que Pg¢ = matc gldg, mais on prendra garde a Iordre des
bases.

Exemple 12.1 On note E = Ry[z], B = (eg, e1,€e2) la base canonique de E et C = (P, P, P2) la famille de
vecteurs de E définie par :

Ve €R, Py(z) =2z, Pi(z)=z+1 et Po(zx)=42>—-22+3
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La famille C est une base de F (elle est libre car échelonnée en degrés et formée de trois vecteurs
non nuls de E, qui est de dimension 3). La matrice de passage de la base B a la base C est :

2 1 3
Pge=(0 1 —2
00 4

Proposition 12.2

Soit E/ un espace vectoriel de dimension non nulle. Si Pg ¢ est la matrice de passage de la base B a la
base C de E, alors Pg ¢ est inversible et Py é est la matrice de passage de la base C a la base B :

—1
PB,C =rles

Preuve On a remarqué précédemment que Pgc est la matrice de I’endomorphisme identique de E
relativement aux bases C et B. Comme Idg est un automorphisme de E, on en déduit que P
est inversible et que :

Pg,é = matgc (Id;l) = matg,c(IdE) =P
ce qui prouve le résultat. (I

Exercice 121  On note E = Ry[z|, B = (eg, €1, e2) la base canonique de E et C = (P, P, P2) la famille de
vecteurs de E définie par :

Ve €R, Py(z) =2z, Pi(x)=x+1 et Py(v)=42> -2z +3
On a vu que C est une base de E et que la matrice de passage de B a C est :

3
—2

2
PB,C =10
0 4

O ==

Justifier que Pg ¢ est inversible et expliciter Py é

A.2. Effet d'un changement de base sur les coordonnées d'un vecteur

Proposition 12.3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. On considere deux bases B et C de E et on note
Pg ¢ la matrice de passage de B a C.
Pour tout vecteur = de F, en notant Xp la colonne des coordonnées de x dans B et X¢ la colonne des
coordonnées de x dans la base C, on a :

Xp = PgcXc

Preuve On suppose que dim(E) = n et on note :
B = (€i)i<i<n, C = (€i)1<i<n, XB = (®i)1<i<n, Xc = (¥))1<i<n €t Prc = (Dij)1<ij<n

On a alors :

n
_E : >
T = T5E;
J=1
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donc :

1=

n n
!
1 \j=1

d’on, par unicité des coefficients de x dans la base B :
n

Vie [l,n], x; = me-x;-
j=1

soit finalement : Xp = P cXc.
O

Remarque Compte tenu de cette formule, si 'on connait les coordonnées de x dans la base B et que 'on
cherche ses coordonnées dans la base C, il faudra donc déterminer la matrice Py é de passage

de C & B et utiliser la formule : X¢ = Pg . Xp.
On peut aussi résoudre 1’équation Xz = Py ¢X¢, d'inconnue Xc.

Exercice 122  On note F = Ryx], B = (eq, e1,€2) la base canonique de E et C = (P, P1, P2) la base de E
définie par :
Vr €R, Py(z) =2z, Pi(x)=x+1 et Py(r)=42>—2zx+3
Déterminer les coordonnées dans la base C du polynéme R défini par :

Vz eR, R(z) =8z% —3z2+3

Remarque En pratique, on se sert assez peu de cette proposition, mais elle est tres importante pour le
point suivant.

A.3. Changement de base et matrice représentative d'un endomorphisme

Théoreme 12.4

Soient E un espace vectoriel, B et C deux bases de F et f un endomorphisme de E.
En notant Pg ¢ la matrice de passage de B a C, on a :

Mate(f) = Pg ¢ Matg(f) P,

Preuve Soit « un élément de E. On note Xp et Y (respectivement X¢ et Y ) les colonnes des coordon-
nées respectives de z et y dans B (respectivement dans C). On note Mg (resp. M¢) la matrice
associée & f dans la base B (resp. C). On a donc :

X5 = PB,CXC et Yg= PB,CYC
d’ou :
MeXe =Ye
= PgoYs
= Pg o MpXp
= Pg,é Mp P&cXc

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



4 12. Compléments d'algébre linéaire

Comme ce résultat est valable pour tout vecteur x de F, on en déduit, par unicité de la matrice
associée a f dans la base C :
Mc = Pg ¢ Mg Pgc

O

Remarque Si l'on se souvient des propriétés du produit matriciel (et notamment de linterprétation en
terme de produit des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice), on
peut assez bien retenir cette formule en remarquant que la matrice Mg associée a f dans la base
B = (e;)1<i<n est obtenue en écrivant, en colonne, les coordonnées de f(e1),..., f(e,) dans la
base B et que :

e changer la base de l'espace vectoriel de départ de B en C consiste a modifier les vecteurs
colonnes de matg donc a multiplier a droite par Pg ¢,

o changer la base de lespace vectoriel d’arrivée de B en C consiste & modifier les vecteurs
lignes de matg donc a multiplier a gauche par ¢ 3.

A.4. Matrices semblables

Définition 12.5

Soient A et B deux matrices de M, (R). On dit que A et B sont semblables s’il existe une matrice P
inversible de M, (R) telle que :
A=pPBP!

Exercice 123  Soit A, B, C trois éléments de M,,(R). Montrer que si A et B sont semblables et si B et C' sont
semblables, alors A et C sont semblables.

Proposition 12.6

Soient E un espace vectoriel de dimension n, A et B deux matrices de M, (R). A et B sont semblables
si et seulement s’il existe un endomorphisme f de F et deux bases B et C de E telles que :

A =Matp(f) et B = Mate(f)

Remarque Ce résultat est une conséquence immédiate de 2.

Proposition 12.7

Deux matrices semblables ont le méme rang.

Exercice 124  Démontrer la proposition 277

B. Trace d'une matrice carrée
Dans ce paragraphe, n désigne un entier naturel non nul.

Définition 12.8

Soit M = (m; j)i<i,j<n une matrice de M, (R). On appelle trace de M le scalaire noté Tr(M) défini
par :

TI‘(M) = Z miq
i=1

Tr(M) est donc la somme des coefficients diagonaux de M.
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Proposition 12.9

Pour toutes matrices M et N de M,,(R) et pour tout scalaire A appartenant a R, on a :
Tr(M + N) =Tr(M) + Tr(N) et Tr(AM) = ATr(M)

On dit que Tr est une application linéaire.

Exercice 125  Démontrer la proposition [29.

Proposition 12.10

Pour toutes matrices M et N de M, (R), on a :

Tr(MN) = Tr(NM)

Proposition 12.11

Pour toute matrice M et pour toute matrice inversible P de M,,(R), on a :

Tr(P~'MP) = Tr(M)

Exercice 126 1. Prouver la proposition [211.

2. Démontrer la proposition 2T

Proposition 12.12

Deux matrices semblables ont la méme trace.

Exercice 127  Démontrer la proposition [2T2.

C. Correction des exercices

Correction de I’exercice 12-1

Pp ¢ est la matrice de passage de B a C, donc elle est inversible et Pl;é est la matrice de passage de C a B. Or
on a:

?=-53.241 (+1)+ 1 (42 -2z +3)

d’ou :
60=§'P()
61—7%'1304*1 P1
e2=—3-Po+5-P+5 P
et donc :
1 _1 _5
2 2 8
Pge=1{0 1 3
0o o0 1
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Correction de I'exercice 12-2

La colonne des coordonnées de R dans la base B est :

3
-3
8

De plus, en notant P ¢ la matrice de passage de B a C, on a vu dans l'exercice 11.1 que :

1 _1 _5
2 2 3
Pse=10 1 3
1
0 O I
et alors :
3 —2
Pge|-3=1|1
8 2
donc :

R=-2-Py+1-P,+2-P,

Correction de I’exercice 12-3

On suppose d’une part que A et B sont semblables, et d’autre part que B et C sont semblables. Il existe donc
deux matrices inversibles P et @) telles que :

A=PBP ! e B=QCQ!
donc on a :
A=P(QCcQ~) Pt

= (PQ)C (PQ)™"
= ROR™!

ou l'on a posé : R = P(Q. Ainsi A et C sont semblables.

Correction de I’exercice 12-4

Soit A et B deux matrices semblables appartenant & M, (R). On note f 'endomorphisme de R™ associé a la
matrice A dans la base canonique B, de telle sorte que 1'on a :

rg(A) = rg(f)

Comme A et B sont semblables, il existe une base C de R" relativement & laquelle la matrice associée a f est
B et on a donc :

rg(B) = rg(f)
et donc :

rg(A) = rg(B)
Correction de I’exercice 12-5

» Soient M = (m; )i<ij<n €0 N = (1 5)1<i,j<n deux éléments de M, (R). On a alors :

M+ N = (mi; + nij)1<ij<n

donc :
Tr(M + N) = Z(m“ +n44)
i=1
n n
SILIES o0
i=1 i=1
et donc :

Y(M,N) € (M,(R))*, Tr(M + N) = Tr(M) 4+ Tr(N)
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» Soient M = (m; j)i<i j<n un élément de M, (R) et A € R. On a alors :
AM = (Amij)i<ij<n

donc :
n
TI“()\M) = Z /\mm
i=1
A
i=1
et donc :

¥M € M, (R), YA € R, Tr(AM) = ATx(M) |

Correction de I’exercice 12-6

1. On note :
M = (miji<ijn et N = (i )1<ij<n

de sorte que l'on a :

MN = (Z mi,k”k,j) et NM = (Z ni,kmk,j>
1<i k=1 1

k=1 <irj<n <inj<n
et donc : . Y
Tr(MN) = Z Z mi gk et Tr(NM) = Z N M i
i=1 k=1 i=1 k=1
On a donc : oA
Tr(MN) = Z Z N My k
k=1i=1

et comme les indices k et ¢ sont muets :

n

Tr(MN) = Z z": Nk Mk,

i=1 k=1

donc :

V(M. N) € (M, (R))?, Te(MN) = Tr(NM)|

2. Soient M une matrice et P une matrice inversible de M, (R). En substituant P~*M & M et P & N dans le
résultat précédent, on peut écrire :
Tr(P~'MP) =Tr((P~'M)P)
=Tr(P(P~'M))
=Tr((PP~")M)

et donc :

VM € M, (R), VP € GL,(R), Tr(P~'MP) = Tr(M)

Correction de I’exercice 12-7
Soit A et B deux matrices semblables. 11 existe donc une matrice P inversible telle que :
A=pPBP!

Or on sait que :
Y(M,N) € (M,(R))?, Tr(MN) = Tr(NM)

donc, avec M = P et N = BP~L:
Tr(A) = Tr((BP~1)P) = Tr(B)
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