Applications lineaires

ECG Maths Approfondies
Semestre 2

Dans tout ce chapitre, E et F' désigne deux espaces vectoriels et (n,p) est un couple d’entiers naturels non nuls.
A. Généralités

A.1. Définitions et propriétés

Définition 11.1

On dit qu'une application f de E dans F' est linéaire si elle vérifie :

i V(z,y) € E% flz+y)=f()+f)
iW. Ve E, YAeR, f(Ax) = Af(x).

Exemples11.1 a. Si E = F, 'application Idg : F — E définie par Idg(z) = = est une application linéaire de
E dans FE, appelée identité de E. Elle est aussi souvent notée Id s’il n’y a pas de risque de
confusion quant a ’ensemble de définition.

b. Plus généralement, si £ = F et A € R, 'application AId est une application linéaire de F
dans E, souvent appelée homothétie vectorielle.

Proposition 11.2

Si f est une application linéaire de E dans F', alors :

f0g) =0r et VzekE, f(-7)=—f(z)

Remarques a. Il s’agit de résultats importants, a bien retenir.

b. Ces résultats sont des conséquences immédiates de la définition (avec A = 0 et A = —1) et
des propriétés fondamentales des calculs dans un espace vectoriel.

Proposition 11.3

Soit f une application de F dans F'.

1. f est une application linéaire si et seulement si :
V(z,y) € B*, VAER, f(Az+y) = Af(z)+ f(y)

7. Si f est une application linéaire de £ dans F, alors :

Vn € N*, V(zi)1<i<n € E", V(XNi)igicn €R™, f (Z /\imi) =D dif(a)
=1 i=1

Remarque En pratique, pour démontrer qu’une application est linéaire, on utilisera le plus souvent le
premier point de cette proposition, et non la définition.
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Preuve i. o Supposons que f soit linéaire. On a alors :
Y(u,v) € E%, f(u+v) = f(u)+ f(v) (11.1)
et :
Yu e E, VAR, f(Au) = Af(u) (11.2)

En utilisant (I0W), on obtient :
V(z,y) € E%, VAER, f(\z+y) = f(Ax) + f(y)
puis, en utilisant (I22) :

Y(z,y) € E%, YAER, f(Az+y) = \f(2)+ f(y)

© Réciproquement, supposons que :
V(z,y) € E?, VAER, f(Az +y) = Af(2) + f(y) (11.3)
En prenant A = 1, on obtient :
V(x,y) € B, f(z+y) = f2)+ f(y)
et par ailleurs, en prenant y = Og dans (IT33), on obtient :

Ve e E, VA eR, f(Ax) = f(Ax + 0g)
= Af(z) + f(0p)
=Af(z)+0p
= ()

7. Se déduit du point 7 par récurrence.

O

Exercice 11.1  On consideére 'application f : R? — R* définie par :
Y(z1,20) € R?, f(x1,20) = (21 4 229,0, 227 + 4a5)

Montrer que f est une application linéaire.

Définition 11.4

On appelle :

i. endomorphisme de F toute application linéaire f de F dans FE,

7i. isomorphisme de F dans F toute application linéaire bijective de F dans F,
773. automorphisme de E tout endomorphisme bijectif de F,

. forme linéaire de E toute application linéaire de E dans R.

A.2. Structure de I'ensemble des applications linéaires

Proposition 11.5

i. L’ensemble L(FE, F) des applications linéaires de F dans F' est un espace vectoriel.
it. L’ensemble L£(F) des endomorphismes de E est un espace vectoriel.

4. Si f est une application linéaire de F dans F' et si g est une application linéaire de F' dans G, alors
g o f est une application linéaire de F dans G.
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A. Généralités 3
Exercice 11.2  Démontrer la proposition 1.
Remarque Attention, ’ensemble des isomorphismes de E dans F' n’est pas un espace vectoriel. En effet,

il n’est pas stable par combinaison linéaire puisque, si f est un isomorphisme de E dans F,
c’est aussi le cas de —f, mais pas de f — f = Oz (g, ), qui n’est pas bijective de £ dans F si

E#{0p} et F #{0p}.

Définition 11.6

On dit que deux endomorphismes f et g de £ commutent si: fog=go f.

Proposition 11.7

Si f est un isomorphisme de E dans F, alors f~! est un isomorphisme de F dans E.

Exercice 11.3  Démontrer la proposition I14.

Proposition 11.8

Soient f,g et h des endomorphismes de F. On a :

(f+g)oh=foh+goh et fo(g+h)=fog+goh

Remarque Ces deux résultats se démontrent de maniére immédiate, le premier a l'aide de la définition de
la composition et de la somme de deux applications (linéaires ou non), la seconde a l'aide de la
définition de la composition et de la linéarité de f.

A.3. Noyau et image d'une application linéaire

Définition 11.9

Soit f une application linéaire de E dans F. On appelle :
i. noyau de f Pensemble Ker(f) ={x € E / f(z) =0r},
ii. image de f I'ensemble Im(f) = f(F) = {f(z), = € E}.

Remarques a. D’apres la proposition 2, le noyau d’une application linéaire f de E dans F' n’est jamais
vide, puisqu’il contient toujours le vecteur nul de I'espace vectoriel E.
Lorsque Ker(f) = {0g}, on dit que le noyau de f est « réduit au vecteur nul ».

b. Bien retenir que, si f € L(E, F), Ker(f) est formé d’éléments de E, tandis que Im(f) est
formé d’éléments de F'.
Exercice 11.4  Soit f : R2 = R* I’application définie par :
V(x1,22) € R?, f(21,29) = (21 + 22,0, 221 + 42

On a vu que f est une application linéaire. Déterminer son noyau et son image.

Proposition 11.10

Soit f une application linéaire de E dans F'.
i.  Ker(f) est un sous-espace vectoriel de F.

it. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Exercice 11.5  Démontrer la proposition IIIT.
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4 11. Applications linéaires

Proposition 11.11

Soit f une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie et si (z;)1<ign €st une famille
génératrice de E, alors Im(f) est de dimension finie et (f(z;))1<i<n st une famille génératrice de Im(f) ;
autrement dit :

E = Vect((zi)1<i<n) = Im(f) = Vect((f(zi))1<i<n)

Exercice 11.6  Démontrer la proposition I

Théoreme 11.12

Si F est de dimension finie non nulle admettant une base B = (eq,...,e,) est et si f est une application
linéaire de E dans F, alors f est entierement définie par la donnée des images des vecteurs de B.

Plus précisément, si f et g sont deux applications linéaires de E dans F' telles que f(e;) = g(e;) pour
tout ¢ € [1,n], alors : f = g.

Preuve o Soit f € L(E, F). On suppose les images par f des vecteurs de B connues.

Soit z € E. Comme B est une base de E, il existe (z1,...,z,) € R™ tel que :

n
Tr = Z €T;€;
i=1
et alors, comme f est linéaire :
n
fla) = foif(ei)
i=1

donc la connaissance de f(e1),..., f(e,) assure la connaissance de f(x) pour tout z € E.

o Soit f et g deux applications linéaires de F dans F'. On suppose que :
Vi€ [Ln], f(e:) = g(es). (11.4)

Soit x € E. Comme B est une base de E, il existe (z1,...,z,) € R™ tel que :

n
Xr = Z €T;€;
i=1
et alors, comme f et g sont linéaires :
n n
f(z) = Zl’if(@z‘) et g(z)= Z-Tig(ei)
i=1 i=1
et donc, d’aprés (IT4) :

f(x) = g(x)

donc, cette égalité étant valable pour tout z € E : f = g.

A.4. Théoreme du rang

Théoreme 11.13 » Théoréme du rang

Soit f une application linéaire de E dans F. Si F est de dimension finie, alors Ker(f) et Im(f) sont de
dimensions finies et :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

L’entier dim(Im(f)) est alors appelé rang de f et noté rg(f).
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A. Généralités 5

Exercice 11.7  On se propose de démontrer le théoréme ITT3. On suppose que f est une application linéaire
de E dans F' et que F est de dimension finie.

1. Traiter le cas o dim(E) = 0.
2. On suppose maintenant que F est de dimension finie n non nulle.

(a) Justifier que Ker(f) et Im(f) sont de dimensions finies. On note p la dimension de
Ker(f).
(b) Traiter le cas p = n.

(c

~

On suppose désormais que Ker(f) est de dimension p différente de 0 et de n. Justifier
Iexistence d’une base (e, ..., e,) de E telle que (eq,...,e,) soit une base de Ker(f).

Prouver que la famille (f(ep+1),- .., f(en)) est libre.

—
ONC

Conclure dans le cas ou p n’est pas nul.

—~
—
=

Traiter le cas p = 0.

Remarques a. Si f € L(E,F) et si F est de dimension finie, on a toujours : rg(f) < dim(F') (puisque Im(f)
est un sous-espace vectoriel de F).

b. Si f € L(E,F) et si F est de dimension finie, on a toujours : rg(f) < dim(E) (en application
de [TT).

Proposition 11.14

On suppose que FE est un espace vectoriel de dimension finie et non nulle. Soit H un sous-espace vectoriel
de E.
H est un hyperplan de F si et seulement si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur F.

Remarque Cette proposition sera démontrée dans la section « Pour aller plus loin ».

A.5. Sous-espaces stables

Définition 11.15

Soit f un endomorphisme de F et F' un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F est stable par f (ou que f stabilise F) si f(F') est inclus dans F, c’est-a-dire si :

Ve e F, f(x) e F

Exercice 11.8  Soit f € L(F). Montrer que Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces stables par f.

Proposition 11.16

Soit f un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel de E.
Si F est stable par f, la restriction f de f a F est un endomorphisme de F', appelé endomorphisme
induit par f sur F.
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6 11. Applications linéaires

B. Injectivité, surjectiviteé, bijectivité

B.1. Caractérisation des applications linéaires injectives, surjectives

Théoreme 11.17

Soit f une application linéaire de E dans F'.
i. [ est injective sur F si et seulement si : Ker(f) = {0g}.

it.  f est surjective de E dans F si et seulement si : Im(f) = F.

Exercice 11.9  Démontrer la proposition ITT72.

Exercice 11.10  Soit E et F' deux espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F' et n un entier naturel

non nul. On suppose que F est de dimension finie n et on consideére une base (x1,...,x,) de E.
1. Montrer que f est injective sur F si et seulement si la famille (f(z1),..., f(z,)) est libre
dans F.

2. Montrer que f est surjective de F dans F si et seulement si la famille (f(x1),..., f(z,))
est génératrice de F'.

3. Montrer que f est bijective de E sur F si et seulement si la famille (f(x1),..., f(z,)) est
une base de F'.

B.2. Le groupe linéaire GL(F)

Proposition 11.18

On note GL(E) l'ensemble des automorphismes de E. L’ensemble GL(E) a les propriétés suivantes :
i, idp € GL(E).

i. VfeGL(E), f71 € GL(E).

iii. V(f,9) € (GL(E))?, foge GL(E) et (fog)t=g7tof L

Remarques a. Attention, GL(E) n’est en général pas un espace vectoriel puisque la somme d’automor-
phismes de F n’est pas toujours un automorphisme de FE.

b. Les propriétés énoncés ci-avant sont immédiates et la preuve en est laissée au soin du lecteur.

B.3. Caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Théoreme 11.19

On suppose que E et F sont de méme dimension finie et que f est une application linéaire de FE
dans F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i.  f est injective sur F,
it. f est surjective de E sur F,
155. f est bijective de E sur F'.

Remarques a. Ce théoreme est tres utile pour démontrer qu'une application linéaire f de E dans F' est
bijective. Si F et F sont de méme dimension finie, on commence ainsi par étudier I'injectivité
de f, car celle-ci est souvent plus simple & établir que la surjectivité.

b. Attention & la précision dans I'application de ce théoréme. En particulier, on rappellera
systématiquement que E et I’ sont de méme dimension finie, et on évitera un vague « on est
en dimension finie », qui ne veut pas dire grand chose
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B. Injectivité, surjectivité, bijectivité 7

Preuve i) = #i) Supposons que f soit injective. On a alors :
Ker(f) = {0}
De plus, comme FE est de dimension finie, on a, d’aprés le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

donc, comme Ker(f) = {0} :
dim(Im(f)) = dim(F)

et comme dim(E) = dim(F) :
dim(Im(f)) = dim(F)

De plus, f est une application linéaire de E dans F', donc on a :
Im(f) C F

et donc, avec 1’égalité des dimensions :
Im(f)=F

donc f est surjective.
1) = 1it) Supposons que f soit surjective de E sur F. On a donc :

Im(f) = F
De plus, comme E est de dimension finie, on a, d’apres le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)
donc, comme Im(f) = F et dim(F) = dim(FE) :
dim(Ker(f)) =0

dot :
Ker(f) = {0}

donc f est injective. Etant injective et surjective de E sur F, f est donc bijective de E sur F.
iii) => 1) Si f est bijective de F sur F', alors f est injective sur E, non?
O

Proposition 11.20

On suppose que E est de dimension finie et que f est un endomorphisme de E. On a :
fEGL(E)<=3dge L(FE)/gof=idgou fog=idg

De plus, si go f =idg ou fog =idg, alors f et g sont réciproques I'une de l’autre.

Remarque Attention, cette proposition n’est valable que si F est de dimension finie.
Par exemple, si E est 'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R, si ¢ : f — f’ et si 1) est
I’application qui a f € FE associe sa primitive nulle en 0, alors ¢ 0¥ = idg mais ¢ et ¥ ne sont
pas réciproques 'une de l’autre, ni méme bijectives puisque ¥ o ¢ # idg (par exemple, si f est
la fonction constante égale a 1, alors on a : o p(f) =0 # f).

Preuve © Supposons que f soit un automorphisme de E. Il existe alors un endomorphisme f de E

tel que : go f =idg et fog=idg, donc tel que go f =idg ou fog=idg.
o Réciproquement, supposons qu’il existe un endomorphisme g de E tel que go f = idg ou
Jog=idg.

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



(o=

11. Applications linéaires

Les deux cas étant similaires (f et g jouant des rdles symétriques), on suppose pour
simplifier que : go f =idg. On a alors, pour tout x € F et comme g est linéaire :

xz € Ker(f) = f(x)=0
= go f(z) =0
—x=0

donc, comme 0 appartient & Ker(f) :
Ker(f) = {0}.

f est donc injectif. Comme E est de dimension finie, il en découle que f est bijective
d’aprés (). 11 en découle alors :

(gofloft=f"

et donc :
g=1r"

O

B.4. Espaces isomorphes

Définition 11.21

On dit que F et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme f de E sur F.

Proposition 11.22

Si E et I sont isomorphes alors F est de dimension finie si et seulement si F' est de dimension finie et,
dans ce cas :
dim(F) = dim(F).

En particulier, £ est de dimension n non nulle si et seulement si £ est isomorphe a R”.

Exercice 11.11 Démontrer la proposition II22. On pourra utiliser le théoréme du rang.

C. Projecteurs et symeétries

C.1. Projections, projecteurs

Définition 11.23

On suppose que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

i. On appelle projection de E sur F dans la direction G (ou parallelement & G) application p vérifiant :
Vee E | z=xp+xg avec (zp,2g) € F X G, p(x) =zp

7. On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E vérifiant : po p = p.
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C. Projecteurs et symétries 9

Remarque Géomeétriquement, on peut assez bien se
représenter la projection d’un vecteur x,
a I’aide de souvenirs de géométrie dans
le plan ou dans I’espace. . T =2p+ 2g
Il peut étre intéressant de noter que ‘
cette représentation graphique, méme
primaire, peut permettre de bien rete-
nir la définition et de bien visualiser les

résultats qui seront établis. 0

p(z) =2F R

Proposition 11.24

Si p est un projecteur de FE, alors :

i. Im(p)={z€E/p(x)=ux}

it. E =XKer(p) ®Im(p)

iti. p est la projection de E sur F' = Im(p) dans la direction G = Ker(p).

Exercice 11.12 Démontrer la proposition IT—24.

Remarque Le programme officiel ne parle que de projecteur, et pas de projection.
Les deux notions pourront cependant étre assimilées grace a la proposition suivante (qui découle
de maniére immédiate de II24).

Théoreme 11.25

p est un projecteur de E si et seulement s’il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires
dans E tels que p soit la projection de E sur F' dans la direction G.

Proposition 11.26

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Si p est la projection sur F' dans la
direction G et si g est la projection sur G dans la direction F', alors :

p+q=idg et pog=qop=0

On dit que p et g sont les projecteurs associés aux sous-espaces vectoriels F' et G.

C.2. Symeétries

Définition 11.27

On suppose que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.
On appelle symétrie de F par rapport a F' dans la direction G (ou parallelement a G) Papplication s
vérifiant :

Ve € E /| x=xp+xgavec (xp,xg) € F X G, s(z)=zp —z¢g
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10 11. Applications linéaires

Remarque Comme pour les projections,
il est encore possible de
se représenter une symétrie
vectorielle a l'aide de ses
souvenirs de géométrie.

#» T =Tr+Tg

Encore une fois, cette repré-

sentation graphique basique N
pourra aider & mémoriser la
définition. e
s(z) = zp— g
Proposition 11.28
Si s est la symétrie de E par rapport a F' dans la direction G, alors :
i. F={xekFE/s(x)=u1z}=ZKer(s—idg)
it. G={rxekFE /s(x)=—-x}=Ker(s+idg)
iti. Ker(s —idg) ® Ker(s+idg) = F
iv. s=2p—idg, ou p désigne la projection de E sur F' de direction G.
Exercice 11.13 Démontrer la proposition IT23.
Remarque Le programme officiel n’évoque les symétries que dans le cadre d’exemples d’utilisation des

polynémes annulateurs. Pour cette raison, les connaissances théoriques évoquées dans ce pa-
ragraphe ne sont a priori pas exigibles des candidats. Il est donc préférable de bien savoir les
démontrer.

Théoreme 11.29

Soit s une application de E dans F. s est une symétrie de F si et seulement si s est un endomorphisme
de FE vérifiant : so s =idg.

D. Matrice d'une application linéaire

D.1. Matrice d'une application linéaire relative a un couple de bases

Dans ce paragraphe, on suppose que E et F' sont de dimensions finies non nulles, respectivement égales a p et
n. On consideére également une base B = (e;)1¢j<p de E et une base C = (g;)1<icn de F.

Définition 11.30

Soit f une application linéaire de E dans F. On envisage les familles (m;1)1<i<ns - --» (Mip)i<i<n de
réels telles que :

Vi€ [1,p], fle;) = Zmi,jgi
i=1

Avec ces notations, la matrice M = (m; ;j)i<i<n de M, ,(R) est appelée matrice de f relativement
1<i<p
aux base B et C (ou matrice représentative de f de B a C) et notée mate g(f).

Remarques a. En pratique, pour obtenir la matrice représentative de f relativement aux bases B et C, on
calcule f(e1),..., f(ep) puis on écrit en colonne leurs coordonnées dans la base C.

b. Dans le cas ou E = F et B = C, la matrice M est plus simplement appelée matrice représen-
tative de f dans la base B et notée matg(f).

¢. Dans le cas particulier ou F = RP et F' = R" et ou B et C sont les bases canoniques respectives
de E et de F, on dit que M est la matrice canoniquement associée & f.
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D. Matrice d'une application linéaire 1

d. Quand on donne la matrice représentative d’une application linéaire, il est essentiel de préciser
les bases considérées : si les bases changent, la matrice change!

Exemples 11.2 a. La matrice représentative de ’endomorphisme nul de R™ dans une base quelconque de R™
est la matrice nulle.

b. La matrice représentative de ’endomorphisme identité de F dans une base quelconque de E
est la matrice identité I,. Attention, si B et B’ sont deux bases distinctes de E, la matrice
représentative de I'endomorphisme identité de I n’est pas égale & la matrice Ip,.

c. Si E=Ryfx], F =R? et si f est I'application linéaire de E dans F définie par :
VP € Ryz], f(P) = (P(1),P(1) + P(=2))
alors on a, en notant (eg, e1,e2) la base canonique de Ry|x] :
,f(e()) = (172)a f(el) = (15 _1) et f(eQ) = (175)
donc la matrice représentative de f relativement aux bases canoniques respectives de E et
F est:
1 1 1
2 -1 5

d. Si E est un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et si f est une forme linéaire sur
E, la matrice représentative de f dans une base de E est une matrice ligne.

Théoreme 11.31

L’application ¢ de L(E, F) dans M,, ,(R) qui & une application f associe sa matrice mate 5(f) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Exercice 11.14 Démontrer la proposition I3

Remarques a. En particulier, ce résultat prouve que, si F et F sont de dimension finie, une application
linéaire est entierement déterminée par la connaissance des images des vecteurs d’une base
de F, que I'on peut déterminer a partir de sa matrice représentative.

b. Attention & la formulation : si 'on change de base, une matrice représentative représen-

tera potentiellement plusieurs applications linéaires et une méme application linéaire aura
potentiellement plusieurs matrices représentatives différentes.

D.2. Liens entre opérations sur les applications linéaires et opérations matri-
cielles

Théoreme 11.32

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles, respectivement égales a p et n.
Soit B une base de F et C une base de F'.

Soit f une application linéaire de F dans F' et M sa matrice relativement aux bases B et C.
P

Pour tout vecteur x = Z x;e; de E, en notant X = (;)1<i<p la colonne des coordonnées de = dans 5,
i=1
MX est la colonne des coordonnées de f(z) dans la base C; autrement dit :

n
Si MX = (g rsen AL S
=1
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11. Applications linéaires

Preuve

Remarques

On note : B = (Ej)lgjgp, C= (81‘)1§i<n et M = (m,»7j)1<i<n. Par définition de M, on a donc :
1<i<p

Vi€ [Lpl, fe) Zmz,]a

Soit alors « un vecteur de E, X la colonne de ses coordonnées dans 5. On note :
X = (wi)icicp et MX = (yi)i<icn

On a donc :

et alors, comme f est linéaire :

j=1
p n

=D @Y mige
j=1 i=1
n

= E m; ;L5 | €
=1 \j=1
n

= Yi€s
=1

ce qui prouve que M X est la colonne des coordonnées de f(x) dans la base C.
O

a. Attention a la formulation du résultat. Ainsi, il faudra veiller & ne pas confondre M X et
f(x), sauf si I’énoncé I'autorise.

b. De méme, il ne faut pas dire que M X « représente » f(x) sans mentionner de base.

¢. L’intérét principal de cette proposition apparait dans la proposition suivante.

Proposition 11.33

.

Soit F, F et G trois espaces vectoriels sur R, de dimensions respectives p,n et r non nulles. Soit Bg, Bp
et BG des bases respectives de E, F et G. On a :

Vf € c(E,F), VA € R, matg, 5, (A- f) = X matg, 5, (f)
Y(f,g) € L(E,F) x L(F,G), matg, B,(go f) =matp, g.(9) X matp, 5, (f)

( (E F)) , matp, By (f +g) = matg, By (f) +mats. By (g)

Preuve

Les points 7 et ¢ ont déja été établis dans la preuve de I3
Soit f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F' dans G. Pour
simplifier, on note :

Mf =matg. By (f)a Mg = matBG7BF (9)7 Mgof = matBG7BE (g o f) et N = Mng
Soit z un vecteur de E. On note :
y=f(z), z=g(y)

et on note alors X, Y et Z les colonnes des coordonnées respectives de x, y et z dans les bases
Bg, Br et Bg.
D’apres 33, on a d’une part, comme y = f(x) et z = g(y) :

Y =MX, Z=MY
et d’autre part, comme z = (g o f)(z) :

Z = Myos X
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D. Matrice d'une application linéaire 13

donc :
Mgor X = MgM¢ X
=NX

Notons alors Bg = (e;)1<igp- La derniere égalité étant valable pour tout vecteur X de M, 1(R),
elle I'est en particulier pour les colonnes X1, ..., X, représentatives de ey, ..., e, dans la base
Bg, c’est-a-dire pour les vecteurs Xi,..., X, formant la base canonique de M, 1(R) et :

Vie[1,p], MyosX; = NX;

ce qui signifie que, pour tout i € [1,p], la ¥ colonne de Moy est égale a la i¢™€ colonne de
N, et prouve donc que :
Mgoy =N
O
Remarques a. Le plus souvent dans les sujets de concours, on se situe dansle casou E=F =G (et f et g

sont donc des endomorphismes de E), ce qui simplifie beaucoup les notations.

b. En particulier, on en déduit de maniére immédiate le résultat suivant :

Proposition 11.34

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle, B une base de E, f et g deux endomorphismes
de E/, de matrices représentatives respectives My et M, dans la méme base B.
f et g commutent si et seulement si My et M, commutent ; autrement dit :

fog=gof+= MyMy= MyM;

Théoreme 11.35

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles, f une application linéaire de E
dans F' et M la matrice représentative de f relativement a deux bases quelconques de F et F'. On a :

Preuve Soient B = (e;)1<;<p une base de E et C une base de F. Comme f est une application linéaire
de E dans F, la famille (f(e;))1<j<p est alors une famille génératrice de Im(f), donc :

rg(f) = dim(Vect(f(e1),- -, f(ep))
=r1g(fler);- - flep))

De plus, par définition de la matrice M associée a f relativement aux bases B et C, les colonnes
respectives de M sont les colonnes des coordonnées des vecteurs f(e1),..., f(e,) dans la base
C, donc M est la matrice de la famille de vecteurs (f(e1),..., f(ep)) dans la base C et donc :

O
Proposition 11.36

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de méme dimension finie non nulle, B et C des bases respectives
de FE et F', f une application linéaire de E dans F'.
f est bijective si et seulement si matc g(f) est inversible et, dans ce cas :

[matc 5(f)] " = matgc(f ")

Exercice 11.15 Démontrer la proposition IT=34.
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14 11. Applications linéaires

Remarques a. Si E et F sont des espaces vectoriels de méme dimension finie non nulle et si f est une
application linéaire de E dans F, on peut donc prouver que f est un isomorphisme en
prouvant 'inversibilité de 'une de ses matrices représentatives.

b. Réciproquement, si M est une matrice carrée et si f est une application linéaire de F dans F’
dont la matrice associée dans des bases B et C est M, on peut montrer que M est inversible et
déterminer son inverse M ~! en montrant que f est bijective et en déterminant sa réciproque
f~! puis en écrivant sa matrice relativement aux bases C et B.

D.3. Matrices de passage

Définition 11.37

Soit E un espace vectoriel et B = (e1,...,e,), B/ = (€],...,e.) deux bases de E.
La matrice de I'application identité Idg relativement aux bases B’ et B est appelée matrice de passage
de B & B’ et notée Pg .

Remarques . Attention & I'ordre des bases, probablement contre-intuitif pour beaucoup.

b. En pratique, pour obtenir la matrice Pg s, il suffit de chercher les coordonnées des vecteurs
el,...,e, dans la base B puis d’écrire, en colonne et dans cet ordre, les coefficients de
el,..., e, dans B.

Exemples 11.3

. Si B =B, la matrice de passage de B a4 B’ est la matrice identité.

b. Si E = R? B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) (B est la base canonique de R3) et si B’ =
((1,2,0),(2,1,0),(—1,1,—1)) (on laisse le soin au lecteur de vérifier qu’il s’agit bien d’une
base de R?), alors :

12 -1
Psp =21 1
00 —1

¢. Avec les notations précédentes, pour trouver la matrice de passage de B’ a4 B, on peut noter
B = (e1,e2,€e3), B’ = (€], €5, €%) puis exprimer e, es, eg en fonction de €f, e}, e5. Pour cela
on remarque que :
e1+ 2ex =€}
2e1 + e =€)

—e1+ey—e3=eh
donc, en faisant Ly < Lo — 214 :
e1+ 2es =€}

—3ey = —2¢) + ¢}

—e1+ey—e3=c¢h
et alors, par substitution (dans la premiére puis la derniére ligne) :
€1 = -3
2
€y = 3 61 —
eg=¢€) —ey—el

On en déduit la matrice Pg/ g en écrivant en colonne et dans cet ordre les coeflicients dans
B de ey, ea,e3 :

1 -1 2 3
PB/,B = g 2 -1 -3
0 0 =3
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E. Polyndmes d'endomorphismes 15

D.4. Dimensionsde L(E, F) et L(E)

Proposition 11.38

Si E et F sont des R-espaces vectoriels de dimensions finies, alors on a :
dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F)

En particulier, si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, alors :

dim(£(E)) = [dim(E)]?

Preuve On suppose que E et F sont de dimensions finies, respectivement p et n.
Sip=0oun=0, L(E, F) ne contient que 'application nulle, et est donc de dimension 0 = np.
Supposons maintenant que p et n soient tous deux non nuls. D’apres T30, L(E, F') et M,, ,(R)
sont isomorphes, donc :
dim(L(E, F)) = dim(M,»(R))

d’ou :
dim(L(E, F)) = np

O

E. Polynémes d'endomorphismes

Dans toute cette partie, E désigne un espace vectoriel et f désigne un endomorphisme de E.

E.1. Polynomes et polynomes annulateurs d'un endomorphisme

Définition 11.39
On définit la suite d’endomorphisme (f"),en de E par :

fP=idg et VneN, fitl = fofm

Etant donné un polynéme P de R[z] tel que P(z) = Z apx®, on définit plus généralement I’endomor-
k=0
phisme P(f) par :

P(f)=> arf*
k=0

Remarque Attention au coefficient constant du polynome. Par exemple, si f est un endomorphisme de F
et si P(X) = X2 +2X 4|3, alors on a :

P(f) = f*+2f +[3idg]|

Définition 11.40

Soit P € R[z]. On dit que P est un polynoéme annulateur de f si P est un polynoéme non nul et : P(f) = 0.

Théoreme 11.41

On suppose que F est de dimension finie non nulle et que B est une base de E. On note A la matrice
associée a f dans la base B.

i. Pour tout n € N; A™ est la matrice représentative de f™ dans la base B.

ii. Plus généralement, pour tout P € R[z], P(A) est la matrice représentative de P(f) dans la base B.

Remarque Ces résultats sont des conséquences immédiates de II=33.

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



16 11. Applications linéaires

E.2. Opérations sur les polynomes d'endomorphismes

Proposition 11.42

Soient P et ) deux polynomes a coefficients dans R et A un élément de R. On a :
i (AP)(f)=AP(f)

i. (P+Q)(f)=P(f)+Q(f)

iii. (PQ)(f)=P(f)e(f)=Q(f)oP(f)

Remarque Ces propriétés ne sont pas clairement au programme, donc il est préférable de bien savoir les
justifier.
Preuve On considére un réel A et deux polynémes P et @), écrits sous la forme :

Vr e R, P(x Zak,): et Q(m):Zbkxk
k=0

. Ona:

Ve e R, \P(x Z)\akx

donc, par définition de (AP)(f) :

P)(f) =Y Aapf*
k=0
:,ij:akfk

=0
= AP(f)
7i. De méme on a :

Vo €R, (P+Q)(x) =) (ak + by) 2"
k=0

donc, par définition de (P + Q)(f) :

n

(P+Q)(f) =D (ar+bx) fF =
k=0
=Y aff+) bft
k=0 k=0
=P(f)+Q(f)
754. Enfin on a :

Ve e R, (PQ)(x) = i iakbixk“

k=0 i=0
donc, d’apres le point précédent :

n

Z ab; fH

I
M§

k=0 i=0
= akbi f* o f!
k=0 i=0
soit encore, comme f* est linéaire :
(Z akfk> <Z bz‘fi>
k=0 i=0
P(f) o Q(f)

La derniere égalité s’en déduit immédiatement puisque PQ = QP.

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement
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E.3. Existence d'un polyndme annulateur

Théoreme 11.43

Si E est de dimension finie, tout endomorphisme de E admet un polynéme annulateur.

Preuve

Remarque

Exercice 11.16

On note n la dimension de F et f un endomorphisme de f. Rappelons que L(E) est de dimension
n? et que, par conséquent, toute famille de n? + 1 éléments de L£(E) est liée. En particulier, la
famille (f*)o<r<n2 est donc une famille lide, ce quii signifie qu’il existe des réels ag, a1, . . ., a,2
non tous nuls tels que :

'IL2
St =0
k=0

7L2

donc que le polynéme x — > ax” (non nul car au moins 1'un de ses coefficients n’est pas nul)

est un polynome annulateur de f.
d

Si f est un endomorphisme de F, un polynéme annulateur de f ne peut étre constant. En effet,
si P(z) = ¢ (ou ¢ est une constante réelle), alors P(f) = ¢Id donc P(f) = 0 si et seulement si
¢ =0; or un polynéme annulateur n’est pas nul.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphismee de E. Montrer que f
admet une infinité de polynémes annulateurs.

E.4. Formule du binome de Newton

Proposition 11.44 » Formule du bindme de Newton

Soit f et g deux endomorphismes de E. Si f et g commutent, alors :

VeEN, (f+9)P =) (f;) frogt=3%" (i)gk o fr7k

k=0 k=0

Remarque

Ce résultat est une conséquence immédiate de IIZ0 et de la formule du bindome de Newton
pour les matrices.
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F. Correction des exercices

Correction de I’exercice 11-1

Soit u = (z,y) et v = (2’,y) deux éléments de R?. Soit A un réel. On a :
Mu+v=Az+2, \y+7v)

donc :

fOu+v)=((Dz+2)Y+2N\y+9),0,2M\r+2') +4 Ay +v))
( (x +2y) + (2’ +2¢),0, X (22 + 4y) + (22" + 4y"))
A(z +2y,0,22 + 4y) + (2’ +2y,0,22" + 49/)
= f( )+ f(v)

donc f est une application linéaire.

Correction de I'exercice 11-2

i. L(E,F) est inclus dans l'espace vectoriel des applications de E dans F. De plus il n’est pas vide car il
contient ’application nulle 8 de E dans F' définie par :

Ve e E, 6(x) =0p
En effet, on a bien :
V(z,y) € E*, VAER, 0(\z +y) =0p = X-0p +0p = M(z) + 0(y)

Enfin, si f et g sont deux éléments de L(FE, F) et si v est un réel, uf + g est est une application de F dans
F et on a, par définition de la somme d’applications et de la multiplication d’une application par un réel :

V(z,y) € E%, YA ER, (uf +9)(0x +y) = uf Az +y) + 9z +y)
donc, comme f et g sont linéaires :

V(z,y) € E%, VAER, (uf +9) Az +y) = p M (z) + f(y)] + Ag(z) + g(y)
= AMuf(x) +g(@)] + [nf(y) + 9(y)]
= ANpf +9)(@) + (nf +9)(y)

donc pf + g est linéaire. Ainsi L(E, F) est stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace
vectoriel de A(F, F'), donc c’est un espace vectoriel.

7. C’est le résultat précédent avec F' = E.

i7i. Soit f une application linéaire de E dans F' et g une application linéaire de F' dans G. g o f est une
application de E dans G et on a :

Y(z,y) € E%, YVAER, (go f)(Az +y) = g(f(A\x +y))
donc, successivement par linéarité de f puis de g :

V(z,y) € B>, VAER, (go f)(Az+y) = g(\f(z) + f(y))
= Ag(f(z)) +9(f(y))
=A(gof)(z)+ (g0 f)y)

Ainsi g o f est une application linéaire de E dans G.

Correction de I'exercice 11-3

Supposons que f soit un isomorphisme de E sur F. Alors f~! est une application de F dans E.
Soit alors (z,y) € F? et A € R. Comme f est bijective de E sur F, il existe (u,v) € E? tel que :

z=f(u) et y=f(v)
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et on a alors, par linéarité de f :

S Oz +y) = FHAf(u) + f(v)
= (fu+v))
= u+v

=AM @)+ )

donc f~1 est linéaire de F dans E : c’est un isomorphisme de F dans E.

Correction de I'exercice 11-4

e Soit u = (x,y) € R?. Par définition :

u € Ker(f) < f(z,y) = (0,0,0)

x+2y=20
2¢ +4y =0

= =2y
= u=(-2y,y)
—u=y(=2,1)

donc :
Ker(f) = Vect((—2,1))

e Ona:

Im(f) = {f(2,9), (x,y) € R?}
= {(z +29,0,2x + 4y), (z,y) € R*}
={2(1,0,2) +v(2,0,4), (z,y) € R?}
= Vect((1,0,2),(2,0,4))
=Vect((1,0,2))

Correction de I'exercice 11-5

1. Ker(f) est inclus dans E par définition et n’est pas vide car il contient 0 d’aprés 2. Par ailleurs, comme
f est linéaire, on a :

V(z,y) € (Ker(f))?, VAER, f(Az+y) = Af(z)+ f(y)
= X0 +0p
= 0p

d’ol :
V(z,y) € (Ker(f))?, YA€ R, Az +y € Ker(f)

ce qui permet de conclure que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Par définition Im(f) est inclus dans F' et n’est pas vide car O appartient & Im(f) d’aprés II2. Soit alors
(x,y) € (Im(f))? et A € R. Par définition, il existe donc (u,v) € E? tel que :

= f(u) et y=f(v)
et on a alors, comme f est linéaire, on a :

Az 4y = Af(u) + f(v)
= f(Au+v)

donc Az + y appartient & Im(f) et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.
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Correction de I'exercice 11-6

Soit (x;)1<ign une famille génératrice de E. Notons déja que f(z1),..., f(zy,) appartiennent & Im(f) par défi-
nition donc, comme Im(f) est un sous-espace vectoriel de F :

Veet((f(2i))1<i<n) C Im(f)

Réciproquement, soit y € Im(f). Il existe donc = € E tel que y = f(x). De plus, comme (x;)1<ign €St une
famille génératrice de F, il existe des réels A1, ..., A, tels que :

n
i=1

et alors, par linéarité de f :

f(x)

n

ZAif(l'i)

i=1

Y

donc y appartient & Vect(f(z1),..., f(z,)) et :
Im(f) € Vect((f(2:))1<i<n)

ce qui prouve 1’égalité des deux ensembles par double inclusion.

Correction de I'exercice 11-7
1. Sidim(E) =0, alors E = {Og} et on a :
Ve e E, f(x) =0p
Il en découle que :
Ker(f) = B = {0g} et Tm(f) = {05}
Ker(f) et Im(f) sont donc tous deux de dimension 0, ce qui prouve le théoréme dans ce cas.

2. (a) Ker(f) est un sous-espace vectoriel de F et E est de dimension finie, donc Ker(f) est de dimension finie.

De plus E est de dimension finie, donc il admet une base (z1,...,z,). D’aprés la proprosition I,
(f(x1),..., f(x,)) est alors une famille génératrice de Im(f), qui est donc de dimension finie.

(b) Sip=mn,alorson a:
Ker(f)C E et dim(Ker(f)) = dim(E)

donc :
Ker(f)=FE

Il en découle :
Ve e E, f(z) =0p

donc que :
Ker(f) = E et Im(f) = {0r}

Im(f) est donc de dimension 0, ce qui prouve le théoréme dans ce cas.

(c) Ker(f) est de dimension p > 1 donc il existe des vecteurs ey, ..., e, de E tels que (eq,...,e,) soit une
base de Ker(f). D’apres le théoréme de la base incompléete, il existe alors des vecteurs epy1, ..., e, de E
tels que (e, ..., ey,) soit une base de E.

(d) Soit (Apt1,-..,A,) une famille de réels telle que :

n

Z Ak flex) =0

k=p+1

Comme f est linéaire, on a alors :

n

f Z )\kek =0

k=p+1
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donc :
Z Aker € Ker(f)
k=p+1
Or (e1,...,ep) est une base de Ker(f), donc il existe des réels u1, ..., up tels que :
n p
Z Ager = Zﬂkek
k=p+1 k=1
soit encore, en notant A\ = —pyg si k € [1,p] :
Z /\kek =0
k=1
et finalement, comme (eq,...,e,) est libre :
Vk e [l,n], Ak, =0
donc en particulier :
Vk e [1,p], M =0
ce qui prouve que la famille (f(ep+1), ..., f(eyn)) est libre.
(e) Comme (e1,...,€p,€pt1,-..,6€n) est une base de E et comme f est linéaire sur E, on a :
Im(f) = Vect(f(e1),..., flep), flep+1)s---, f(en))
= VeCt(f(ep+1)7 ey f(en))
Ainsi la famille (f(ep+1),..., f(en)) est génératrice de Im(f). Or elle est également libre, donc c’en est

(f)

une base et on a :

dim(Im(f)) = n— p = dim(F) — dim(Ker(f))

Si p = 0, on raisonne comme précédemment avec une base (eq, ...

que (f(e1),..., f(en)) est une base de Tm(f).

Correction de I'exercice 11-8

On a :
Va € Ker(f), f(f(z)) = f(0)

donc, comme f est linéaire :

vz € Ker(f), f(f(x)) =0

c’est-a-dire :

Vx € Ker(f), f(x) € Ker(f)
ce qui prouve que Ker(f) est stable par f.

Par définition :
Ve e E, f(x) € Im(f)

,en) quelconque de E et on montre

donc en particulier, comme Im(f) est inclus dans F (f est un endomorphisme de F) :

vz € Im(f), f(z) € Im(f)

ce qui signifie que Im(f) est stable par f.
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Correction de I'exercice 11-9

1. © Supposons que f soit injective. On a alors, comme f est linéaire :

f(xz) =0p <= f(z) = f(Op)

donc, comme f est injective :
f(l‘):0F<:>:EZOE

ce qui prouve que Ker(f) = {0g}.
o Réciproquement, supposons que Ker(f) = {0z}. Pour tout (x,y) € E?, on a :
f@)=fly) = f2) - fly) =0F
donc, comme f est linéaire :
fx)=fly) = flx—y) =0F
=z —y € Ker(f)
—r—y=0g
N Yy
ce qui prouve que f est injective.
2. f est une application de E dans F donc elle est surjective si et seulement si f(E) = F, donc si et seulement

si:Im(f)=F.

Correction de I’exercice 11-10

1. © Supposons que f soit injective et considérons des réels A1, ..., A,. Par linéarité de f, on a :
n n
Z)\kf(xk> =0~ f<z /\k$k> =0
k=1 k=1

= Z)\kxk € Ker(f)
k=1

donc, d’apres 114 :

D O Nef(@r) = 0= \pap =0
k=1 k=1

donc, comme la famille (x1,...,x,) est libre (c’est une base de E) :
n
SoMfl@r) =0 ==X =0
k=1

ce qui prouve que la famille (f(z1),..., f(zn)) est libre dans F.

© Réciproquement, supposons que la famille (f(z1), ..., f(z,)) soit libre dans F' et considérons un élément
x de E. Comme (z1,...,Z,) est une base de E, il existe des réels A1,..., A, tels que :

n
xr = E )\k:ck
k=1

et alors, comme f est linéaire :

z € Ker(f) < f(x) =

k=1

d’ot1, comme la famille (f(x1),..., f(x,)) est libre :

zeKer(f)<=M=---=X,=0
<= z=0

ce qui prouve que Ker(f) = {0} et donc que f est injective.
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2. Comme (x1,...,x,) est une base de E, on sait que :

Im(f) = Vect(f(z1),..., f(zn))

donc :

f est surjective de E sur F' <= Im(f) = F
< F =Vect(f(z1),..., f(zn))
<~ (f(x1),..., f(x,) est génératrice de F’

3. Il suffit de combiner les résultats des deux questions précédentes, f étant bijective si et seulement si elle est
injective et surjective.
Correction de I’exercice 11-11

e Supposons que E soit de dimension finie. Alors, comme f est linéaire su E et d’apres le théoréme du rang,
Im(f) est de dimension finie et on a :

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

Or Ker(f) = {0} (car f est injective) et Im(f) = F' (car f est surjective), donc F' est de dimension finie
et :
dim(F) = dim(E)

e Réciproquement, supposons que F soit de dimension finie. Alors, comme f est un isomorphisme de E sur
F, 7! est un isomorphisme de F sur E et, en raisonnant comme dans me premier point avec f~!, E est
de dimension finie égale a celle de F'.
Correction de I’exercice 11-12
i. On raisonne par double inclusion. Soit y € Im(p). Il existe « € E tel que y = p(x) et alors, comme pop =p:
(pop)(x)
p(p(x))
p(y)

Y

donc : Im(p) C {z € E / p(x) = z}.
Réciproquement, soit y € {x € E / p(z) = «}. On a donc y = p(y) donc y appartient & Im(p) et :

{r e E /plx)=2z} CIm(p)
On conclut par doublie inclusion.

7i. Notons tout d’abord que, comme E est de dimension finie, le théoreme du rang assure que :
dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(FE)

11 suffit alors de prouver que Ker(p) et Im(p) sont en somme directe. Soit = € Ker(p) N Im(p). = appartient
a Ker(p) donc p(z) = 0. De plus = appartient a Im(p) donc, d’apres le résultat précédent, x = p(z). Il en
découle que x = 0 et donc que :

Ker(p) N Im(p) C {0}

L’inclusion réciproque étant vraie car Ker(p)NIm(p) est un sous-espace vectoriel de E (en tant qu’intersection
de deux sous-espaces vectoriels de F), on en déduit que Ker(p) et Im(p) sont en somme directe., ce qui
permet de conclure.

775. On peut remarquer que :
Vo€ E, x=p(z) + [z — p(z)]

ou p(x) appartient a F' = Im(p) (par définition de Im(p) et © — p(x) appartient & G = Ker(p) (car p est
linéaire donc p(z — p(z)) = p(x) — (pop)(xz) = 0).

Comme F et G sont supplémentaires dans F d’apres le précédent, p est donc la projection de E sur
F = Im(p) dans la direction G = Ker(p).
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Correction de I’exercice 11-13
Soit € E. Rappelons que F' et G étant supplémentaires dans F, il existe un unique (zp,zg) € F X G tel que :
r=2xp+ g

et que 'on a alors :
s(x) =zp — g
On adopte ces notations dans la suite pour un vecteur x de E fixé.

i.  Soit x € F. Par définition, on a alors zp = z et g = 0 (d’apres 'unicité de zp et zg) et donc :
s(r)=z—-0==x

Ainsi s(z) —x = 0 et  appartient a Ker(s —idg) donc :

F C Ker(s —idg)
Réciproquement. Soit = € Ker(s — idg). On a donc :
xp —axg =s(x) = =xp+ g

donc, par unicité du couple (zp,zqg) :
rg = 0

Ainsi x = xp appartient a F et :
Ker(s —idg) C F

On a donc I’égalité par double inclusion.
7.  Se démontre exactement comme le point précédent.
7i1. C’est une conséquencde immédiate des points précédents et du fit que F & G = F.
. Avec les notations préliminaires, on a, pour tout x € E :
s(x) =2p —za
=ap — (z—xF)
=2xp —x
=2p(x) —x
d’ou : s =2p —idg.
Correction de I’exercice 11-14

o Par définition, ¢ est une application de L(E, F) dans M,, ,(R). Soit alors (f, g) un couple d’éléments de
L(E,F). On note :

o(f) =M = (mij)icicn et 9(g) =N = (ni;)i<i<n
1<j<p 1<j<p
On a donc : N N
Vie[Lpl, fle;) = mijei et gle;)=> mijei
i=1 i=1
d’olt :

n

Vi€ [L,p], (\f+9)(ej) =Aflej) +gle;) = Z (Amgj +m5) €
i=1

On en déduit :

(A +9) = (Amij +nij)icicn =AM + N
INVAS 2

c’est-a-dire :
oA f+9)=2p(f) +»(9)

ce qui prouve que ¢ est linéaire.
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o Soit f € L(E,F) et x € E. Comme (eq,...,e,) est une base de E, il existe des réels Aq,..., A, tels que :

et alors, comme f est linéaire :

De plus on a :

feKer(p) <= ¢(f) =0
= Vje[L,p], flej) =0
= VrekE, f(x)=0
< f=0,r)
et comme Oy (g r) appartient a Ker(yp) :
Ker(p) = {0z(p,r)}
ce qui prouve que ¢ est injective.

o Enfin, pour tout M = (m; ;j)i<i<n, si on consideére 'application linéaire f de E dans F' définie par :
1<g<p

p n p
Vo€ EJx=Y wzjej, fl@) = zmije;
j=1 i=1 j=1

alors on a en particulier :
n
Vi€ [Lpl, fle) = Zmi,jé‘j
i=1

donc ¢(f) = M, ce qui prouve que ¢ est surjective.
 Finalement ¢ est linéaire de £(E, F') dans M,, ,(R), injective et surjective, donc bijective et c’est ainsi un
isomorphisme d’espaces vectoriels.
Correction de I’exercice 11-15

On note n la dimension commune de E et F.

e Supposons que f soit bijective de F sur F. On a alors :
foft=1Idp et flof=Idg

donc :
mate g(f) x matgc(f ') = matgc(f~") x mate 5(f) = In

donc mate g(f) est inversible et :

[mate 5(f)] " = matge(f71)

o Réciproquement, supposons que mate g(f) est inversible et notons g l'application linéaire de F' dans E
dont la matrice relative aux bases C et B est [mate s( f)]fl. On a alors :

mate 5(f) [mate 5(f)] ' = [mate 5(f)] " mate 5(f) = I,

donc :
Jog=Idr et gof=Idg

ce qui prouve que f est bijective et que g = f~ L.

Correction de I’exercice 11-16

D’aprés 23, f admet un polynéme annulateur P. P est donc un polynéme non nul tel que : P(f) = 0.
On a alors :

vQ € Rlz], (QP)(f) =Q(f)oP(f)=0
donc QP est un polynéme annulateur de f pour tout polynéme non nul @, ce qui prouve l'existence d’une
infinité de polyndmes annulateurs de f.
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