Initiation a Python

ECG Maths Appliquées
Semestre 13 4

A. Introduction

Python est un langage de programmation tres employé par les informaticieng, particulierement efficace en
mathématiques, mais aussi dans I’analyse de données.

Il peut étre téléchargé librement a la page https://www.python.ord/idownloads/l, vous utiliserez alors
Penvironnement IDLE pour écrire et exécuter vos programmes. Vous polivez également télécharger un environ-
nement comme Spyder https://www.spvder—ide.ord, que personnellement je trouve plus convivial.

A.1. Premiere prise de main de Python avec Spyder

A Douverture de Spyder, environnement par défaut contientsl’éditeur de texte & gauche et Pinterpréte de
commandes (shell ou kernel) & droite.

Les commandes peuvent étre saisies dans l'interprete de commande, mais cette méthode n’est pas adaptée a la
saisie de programmes et il est dans ce cas préférable de saisir les codes plus longs dans la console de gauche, car
ils peuvent alors facilement étre sauvegardés et modifiés.

ece Spyder
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Par exemple, si 'on saisit dans l'interprete de commandes 2+3x12 et 3x%x2-2%%3 ou print (' 2+3’), en
appuyant sur la touche « Entrée » ou « Retour », on obtient :

In [2]: 3%k2-2%%3
1

In [3]: print('2+3")
2+3



https://www.python.org/downloads/
https://www.spyder-ide.org
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En revanche, si I'on saisit les commandes dans I’éditeur de texte et que I'on exécute le script, aucun résultat
n’est affiché que si cela est demandé explicitement.
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B. L'environnement logiciel 3

Par exemple, si I'on exécute le script suivant :

2+3x12
print (3xx2-2x%3)
5-6

Le seul résultat affiché est 1. En effet, les instructions 2+3x12 et 5-6 ont été exécutées, mais les résultats
n’ont pas été affichés, ni mémorisés, car aucune instruction n’a été faite en ce sens. En revanche, 'instruction
print (3**2-2x%3) a été exécutée et le résultat de Iopération 3xx2-2+x3) a été affiché, car cela a été
demandé a l’aide de la commande print.

Le shell peut évidemment servir de calculatrice, mais ce n’est pas sa fonction premiere et est avant tout un
langage de programmation.

A.2. Un pas vers la programmation

L’utilisation du shell est tres pratique lorsqu’il s’agit de faire un calcul simple et s’il n’y a pas de modification &
faire. En revanche, on ne peut pas enregistrer et, si 'on souhaite enchainer plusieurs instructions, la rédaction
peut-étre lourde, surtout si certaines se répétent (puisqu’'on doit alors les écrire autant de fois qu’on veut les
effectuer).

Lorsqu’on souhaite enchainer plusieurs instructions, il sera donc préférable de rédiger un script (ou programme).
Pour cela, on utilise I’éditeur de texte.

Dans un script, il est possible d’insérer des commentaires expliquant ce que font les différentes instructions ; ces
commentaires commencent par # et permettent de faciliter la compréhension du script par un lecteur extérieur
(le correcteur par exemple. .. ).

Il est recommandé de créer un dossier dans lequel seront enregistrés tous les scripts rédigés, avec des noms de
fichiers facilement repérables (sans espace, mais on peut utiliser le symbole underscore « _ » pour faciliter la
lisibilité des noms de fichiers), terminés par I'extension « .py ». L’exécution d’un script peut se faire en cliquant
sur l'icone « > ».

Noter que I'aide de Python est assez compléete et claire, donc en cas de question ou de doute, on peut faire une
recherche dans ’aide.

B. L'environnement logiciel

B.1. Types et variables

Tout objet manipulé par Python possede un type, qui caractérise la maniére dont celui-ci sera stocké en mémoire
et la nature des opérations qui pourra étre effectuée avec. Les types que nous utiliserons sont :

e le type int qui représente les nombres entiers,

e le type £loat qui représente les nombres réels (en fait des approximations décimales pour Python),
¢ le type boolean qui ne prend que deux valeurs : True (pour vrai) ou False (pour fauz),

e le type 1ist qui permet de créer des listes, et qui servira également a la création de matrices,

e letype str (ou string) pour les chaines de caractéres, qui seront saisies entre apostrophes ou des guillemets
(indifféremment si la chaine ne comporte ni apostrophe, ni guillemet, mais avec des apostrophes si la chaine
comporte des guillemets, et réciproquement).

B.2. Opérations élementaires

De base, seul un nombre limité de fonctions sont disponibles sous Python. On dispose ainsi des opérations
arithmétiques usuelles suivantes :

e l’addition : I'instruction a+b permet de calculer la somme a + b, tandis que l'instruction a+=b la valeur
contenue dans a par a + b (ainsi il est équivalent d’écrire a=a+b et a+=Db),

e la soustraction : I'instruction a-b permet de calculer la différence a — b,
e la multiplication : I'instruction axb permet de calculer le produit a x b,
« la division : I'instruction a/b permet de calculer le quotient § (sous réserve qu’il ait un sens),
o la puissance : l'instruction ax+b permet de calculer a®,
e la valeur absolue : 'instruction abs (x) renvoie la valeur de |z|.
Ces opérations respectent les regles de priorité usuelles.
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4 39. Initiation a Python

B.3. Les bibliotheques additionnelles

Il existe un certain nombre de modules complémentaires que ’on peut importer sous Python et qui permettent
d’utiliser la plupart des fonctions usuelles. Leur contenu sera décrit au fur et & mesure de ce chapitre. On dispose
par exemple des bibliotheques suivantes :

e la librairie numpy contient les fonctions numériques usuelles (exp, In, sin,...) et aussi bien d’autres com-
mandes permettant de définir des matrices et de faire du calcul matriciel, d’utiliser des approximations
de e ou de 7 par exemple,

o la librairie numpy . linalg apporte des fonctions utiles en algebre (inversion de matrice, rang, résolution
de systémes linéaires, recherche de valeurs propres et de vecteurs propres),

e la librairie numpy . random apporte des fonctions utiles pour simuler des expériences aléatoires,
¢ la librairie matplotlib.pyplot apporte les fonctions utiles aux représentations graphiques,
¢ la librairie pandas apporte les fonctions utiles a ’analyse de données.

Pour pouvoir utiliser ces modules dans un programme, on les appelle en ajoutant I'une des commandes import
module (dans ce cas les fonctions seront appelées dans le programme par la commande module.nom_fonction)
ou, ce qui sera plus simple a utiliser, import module as xx (dans ce cas les fonctions seront appelées dans
le programme par la commande xx.nom_fonction).

Par exemple, si 'on insere la commande import numpy as np en début de programme, on disposera des
fonctions usuelles :

 linstruction np.log (a) permet de renvoyer la valeur de In(a),
e linstruction np.exp (a) permet de renvoyer la valeur de e®,
 linstruction np. floor (a) permet de renvoyer la valeur de |a]| (partie entiére de a),
o linstruction np.abs (a) permet de renvoyer la valeur de |al,
« linstruction np.sgrt (a) permet de renvoyer la valeur de /a,
ainsi que des constantes e et 7 :
¢ la commande np.e renvoie une valeur approchée de e,
e la commande np.pi renvoie une valeur approchée de 7.
Dans la suite, quand ces bibliotheques seront utilisées, on les supposera importées comme suit :

import numpy as np

import numpy.linalg as al
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

B.4. Affectations, entrée et sortie de valeurs

Affectations

Si une valeur (nombre réel, matrice ou autre) est susceptible d’étre utilisée a plusieurs reprise, il est préférable
de la stocker dans une variable, en utilisant le symbole =.

e L’instruction a=2+13-2 a pour conséquence de stocker dans une variable a le résultat de 'opération
2 x 13 — 2 (donc 24), de sorte que, si l’on utilise la variable a dans un calcul ultérieur, ce sera cette valeur
qui sera utilisée. Par exemple, si l'on saisit la suite d’instruction a=2+13-2, b=a*2 puis print (b) en
appuyant sur « Retour » aprés chaque instruction, la console affiche :

In [1]: a=2%13-2
In [2]: b=a**x2
In [3]: print (b)
576
e La valeur stockée dans une variable peut étre modifiée. Par exemple, si 'on saisit les instructions a=1,
puis a=a+2, puis a=a**3 et enfin print (a), la derniére valeur stockée dans a est (1+2)3, et la console

affiche :
In [1]: a=1
In [2]: a=a+2
In [3]: a=ax*x*3
In [4]: print(a)
27
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B. L'environnement logiciel 5

Entrée de valeurs

Il peut arriver, notamment dans un script, que ’on souhaite utiliser une valeur saisie par l'utilisateur et la
stocker dans une variable. Pour cela, on utilise I'instruction input.

Par exemple, si ’on saisit 'instruction a=input (' entrer un entier naturel : '), la console affiche
le texte « entrer un entier naturel : » et attend la saisie par 1'utilisateur d’une réponse ; lorsque 'utilisateur aura
saisi une réponse et appuyé sur « Retour », cette valeur sera affectée a la variable a.

In [1]: a=input (’entrer un entier naturel : )
entrer un entier naturel : 2
In [2]: a

Outf[2]: 727

Noter la présence des apostrophes dans le résultat affiché a la ligne out [2] : il indique que la valeur saisie (ici
2) n’est pas interprétée comme un nombre, mais comme une chaine de caractére. Ainsi, si 'on cherche ensuite
a effectuer I'opération a+1, on obtient le résultat suivant :

In [1]: a=input (’entrer un entier naturel : ')
entrer un entier naturel : 2
In [2]: a

out[2]: "2/
In [3]: a+l
Traceback (most recent call last):
File "<ipython-input-20-98b939904c8e>", line 1, in <module>
at+tl
TypeError: can only concatenate str (not "int") to str

Si l'on saisit une valeur numérique, il s’agira donc d’en indiquer le type :
e la commande n=int (input (' entrer n’)) permet ainsi de stocker la valeur saisie dans la variable n
de type int (entier),
e la commande x=float (input (' entrer x’)) permet ainsi de stocker la valeur saisie dans la variable
x de type float (flottant, que 'on utilise pour les réels).

Lors de la saisie d’une valeur réelle a I'issue d’une instruction comme x=float (input (' entrer x’)), celle-
ci ne peut étre le résultat d’une opération. Si ’on souhaite affecter a x la valeur %, il conviendra donc d’indiquer
a Python qu’il doit effectuer le calcul, a 'aide de la fonction eval (), comme dans l’exemple suivant :

In [1]: a=float (eval (input ('entrer un réel x : ")))
entrer un réel x : 1/3
In [2]: a

Out[2]: 0.3333333333333333

Sorties de texte ou de valeurs

Comme on I’a déja vu précédemment, la commande print permet de demander d’afficher du texte ou le contenu
d’une variable :

e linstruction print (' texte’) permet d’afficher la chaine de caracteére texte,

e linstruction print (a) permet d’afficher le contenu de la variable a.

11 est possible de demander affichage successifs de plusieurs informations (texte ou valeurs), en les séparant
par des virgules, comme dans I’exemple suivant :

In [1]: a=2+3

In [2]: b=2%%3

In [3]: print('a=",a,’b=",Db)
a= 5 b= 8
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6 39. Initiation a Python

C. Matrices numériques

On a vu que Python dispose d’un type 1ist, qui nous sera utile pour les opérations matricielles. Une liste
contient une série de valeurs, qui peuvent étre de types différents (par exemple des entiers et des chaines de
caractéres, ou méme des listes). La déclaration d’une liste se fait en entrant série de valeurs séparées par des
virgules, le tout encadré par des crochets.

Par exemple, la commande x=[1,2, 3] crée une liste dont les trois coefficients sont 1,2 et 3, la commande

=[[1,2,3],[4,5,6]] crée une liste dont les deux coefficients sont les listes [1,2, 3] et [4,5,6].

Attention cependant, une liste n’est pas une matrice, et il n’est pas possible d’effectuer des opérations matricielles
directement avec les listes. Par exemple, si I’on cherche a faire un produit, on obtient un message d’erreur :

In [1]: A=[[1,2],[2,1]]
In [2]: B=[[- ,l],[ 211
In [3]: A%*B
Traceback (most recent call last):
File "<ipython-input-48-47896efed660>", line 1, in <module>
AxB
TypeError: can’t multiply sequence by non-int of type ’list’

On peut en revanche concaténer des listes (ce qui revient a ajouter a la fin d’une premiére liste les éléments
d’une seconde), ce qui s’averera utile pour la création de matrices. Ainsi, si A et B sont deux variables de type
list, la commande A+B renvoie une liste, qui est la concaténation des listes A et B :

—
o]

[11: A=[[1,2],1(2,1]1]
[2]: B=[[-1,5]]
In [3]: A+B
(31: (11, 21, (2, 11, [-1, 5]]

C.1. Création de matrices

Le cas général

Pour créer des matrices a partir de listes, on peut importer la bibliotheque numpy et utiliser la fonction
np.array. Ainsi, si une variable A contient une liste, la commande np.array (A) permet de convertir cette
liste en matrice.

Par exemple, pour créer une variable M représentant la matrice

1 2 3
4 5 6

on pourra indifféremment utiliser les instructions suivantes :

=[[1,2,3],[4,5,6]]

Nenp.array (2) M=np.array([[1,2,3],[4,5,6]])

On se souviendra que les lignes et les colonnes d’un tableau sont toujours numérotées a partir de 0.

Création de matrices particuliéres

S’il est évidemment souvent possible de saisir manuellement une matrice en entrant tous les coefficients, cela
peut s’avérer fastidieux, voire impossible, dans le cas de vecteurs de grande taille.
Certaines fonctions de la bibliothéque numpy permettent de créer automatiquement certaines matrices :

o linstruction np.zeros (n) renvoie la matrice (ligne) de M; ,(R) dont tous les coefficients sont nuls,

o linstruction np.zeros ([n,p]) renvoie la matrice de M,, ,(R) dont tous les coefficients sont nuls,

o linstruction np.ones (n) renvoie la matrice (ligne) de M ,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1,
 linstruction np.ones ([n,p]) renvoie la matrice de M,, ,(IR) dont tous les coefficients sont égaux a 1,

o linstruction np.eye (n) renvoie la matrice identité de M, (R), c’est-a-dire la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a 0, sauf les coefficients diagonaux, tous égaux a 1,

 linstruction np.arange (a) (ou a est de type float et représente un réel strictement positif a) renvoie
une matrice ligne dont les coefficients sont les entiers appartenant a [0, a,
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C. Matrices numériques 7

 linstruction np.arange (a,b) (ol a et b, de type float, représentent deux réels a et b tels que a < b)
renvoie une matrice ligne dont les coefficients sont les termes appartenant a [a, b[ de la suite arithmétique
de raison 1 et de premier terme a,

 linstruction np.arange (a,b, r) (ou a, b et r, de type £loat, représentent trois réels a,b,r tels que
a < b et r > 0) renvoie une matrice ligne dont les coefficients sont les termes appartenant & [a,b] de la
suite arithmétique de raison r et de premier terme a,

 linstruction np.arange (a,b, r) (ol a, b et r, de type £loat, représentent trois réels a,b,r tels que
a > b et r < 0) renvoie une matrice ligne dont les coefficients sont les termes appartenant & b, a] de la
suite arithmétique de raison r et de premier terme a,

 linstruction np.linspace (a,b,n) (ol a et b sont de type int ou float et nest de type int) envoie
une matrice (ligne) de M1 ,(R) dont les coefficients sont n premiers termes d’une suite arithmétique z telle
que xg = a et x,—1 = b, c’est-a-dire n réels zg,...,T,_1 telsque x1 —Tg =T —T1 =+ = Tp_1 — Tp_2)

et tels que g = a et x,_1 = b, autrement dit le vecteur x dont chaque coefficient x (k) vaut a + k Z:‘i.

Des exemples valant toujours mieux qu’une longue explication, on relira les lignes précédentes pour comprendre
les instructions et résultats suivant :

In [1] np.zeros (3)
Out[l]: array([0., 0., 0.])
In [2] np.zeros ([2,3])
Out[2]:
array ([[0., 0., 0.1,

[0., 0., 0.11)
In [3] np.ones (2)
Out[3]: array([1l., 1.1)
In [4]: np.ones([3,2])
Oout [4]
array ([[1., 1.1,

(1., 1.1,

(1., 1.11)
In [5]: np.eye(3)
Oout [5]
array ([[1l., 0., 0.1,

[0., 1., 0.1,

[0., 0., 1.11)
In [6]: np.arange (5)
Out[6]: array ([0, 1, 2, 3, 41)
In [7]: np.arange(2,6)
out [7] array ([2, 3, 4, 51])
In [8]: np.arange(l,11,2)
Out[8]: array([1l, 3, 5, 7, 9])
In [9]: np.arange(1l1l,1,-2)
Out[9]: array([1l1l, 9, 7, 5, 31)
In [10]: np.linspace(1l,4,5)
Out[10]: array([1l. ,1.75, 2.5, 3.25, 4. 1)

En particulier, on peut remarquer que les instructions np.arange (0,n+1) et np.linspace (0,n,n+1)
renvoient la méme matrice, & ceci-pres que les coefficients de np.arange (0,n+1) sont de type int, tandis
que ceux de np.linspace (0,n,n+1) sont de type float.

C.2. Opérations matricielles

Extraction ou modification d’éléments d’une matrice

Il est possible de modifier ou d’utiliser certains coefficients d’une matrice, en n’oubliant pas que les lignes et les
colonnes sont toujours numérotées a partir de 0.

Si x est une matrice ligne et si 1, j et r sont des variables contenant des entiers i, j, r, alors :

eme

e x[1i] renvoie le coefficient numéro i de la matrice, c’est-a-dire le (i + 1) coefficient de x,

e x[1:7] renvoie une matrice lignes dont les j — ¢ coefficients sont x [1], x [1+1],..., x[J-11,

e x[1:7j:r] renvoie une matrice lignes dont les j — i coefficients sont x [1], x[i+r],..., x[i+kr] ou k
est le plus grand entier tel que i + kr < j.
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39. Initiation a Python

On pourra relire les lignes précédentes pour comprendre 1’exemple suivant :

In [1]: x=np.arange(-3,15,2)
In [2]: x[0O]

Oout[2]: -3

In [3]: x[5]

Oout[3]: 7

In [4]: x[1:5]

Out[4]: array([-1, 1, 3, 5])
In [5]: x[2:9:3]

Oout[5]: array ([ 1, 7, 13])
In [6]: X

out([6]: array([-3, -1, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 131)

Si A est une variable contenant une matrice A = (a; ;)1<i<n de My p(R) etsi 1, 3, 11, 12, j1 et J2 sont des

1<j<p

variables contenant des entiers ¢, j, 1, %2, j1, j2, alors :

linstruction A[i, j] renvoie le coefficient de la "¢ ligne et de la j¢™¢ colonne de la variable A,
c’est-a-dire a;y1 41,

l'instruction A[1, :] et A[i] renvoient la i ligne de la variable A, ¢’est-a-dire la (t+ 1)™e ligne de la
matrice A,

'instruction A[:, j] renvoie une matrice ligne dont les coefficients sont ceux de la j¢™¢ colonne de la

variable A,

Pinstruction A[11:12, j1:j2] renvoie une matrice de i5 — i1 lignes et jo — j; colonnes dont les coeffi-
cients sont ceux situés sur les lignes i1 & i3 — 1 et les colonnes j; a jo — 1 de la variable A,

si x=[x[0],...,x[m]] et y=[y[O],...,y[m]] sont deux vecteurs dont les éléments appartiennent
respectivement & [1,n] et [1,p], U'instruction A [x, y] renvoie une matrice ligne dont les m coefficients
sont A[x[0],v[0]1],..., A[x[m],y[m]].

n pourra relir ign récéden ur compren Xem uivant :
On pourra relire les lignes précédentes pour co endre ’exemple suivant

In [l]: A=np.array([[1,2,3,4],[5,6,7,81,109,10,11,12]11)
In [2]: A[1,2]
out[2]: 7
In [3]: A[2]
Out[3]: array ([ 9, 10, 11, 12])
In [4]: A[O, :]
Oout[4]: array([l, 2, 3, 41)
In [5]: A[:,1]
Oout [5] array ([ 2, 6, 10])
In [6]: A[2,1]1=0
In [7]: A
out [7]
array([[ 1, 2, 3, 41,

[ 5, 6, 7, 8],

[ 9, 0, 11, 1211)
In [8]: A[[0,2],1[1,2]1]
Out[8]: array ([ 2, 111])
In [9]: A[O, :]=np.zeros (4)
In [10]: A
Out [107:
array([[ 0, 0, 0, 0],

[ 5, 6, 7, 81,

[ 9, 0, 11, 1211)
In [11]: A[0:2,1:4]
Out[11]:
array([[0, 0, 01,

(6, 7, 811)
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Les opérations usuelles

Si A et B sont deux variables contenant des matrices A et B définies avec la bibilotheque numpy et si a est
une variable contenant un réel x, Python autorise les opérations suivantes, utilisant les bibliothéques numpy et
numpy.linalg:

I’addition : I'instruction A+B permet de calculer la somme A + B,

la soustraction : 'instruction A-B permet de calculer la différence A — B,

la multiplication par un réel : 'instruction xA permet de calculer la différence x A,
la multiplication : I'instruction np.dot (A, B) permet de calculer le produit AB,
la transposition : I’instruction np.transpose (A) permet de calculer ‘A,
I’inversion : I'instruction al.inv (&) permet de calculer A™1,

I’élévation a une puissance entiére : si n contient un entier, l'instruction al .matrix_power (A, n) permet
de calculer A™,

calcul du rang : 'instruction al .matrix_rank (A) permet de déterminer le rang de A,

format d’une matrice : l'instruction np.shape (A) permet de renvoyer le format de la matrice A (dans
Pordre, nombre de lignes et nombre de colonnes),

nombre de coefficients d’une matrice : si A est une matrice de format n x p, 'instruction np.size (2)
permet de renvoyer la valeur np.

Evidemment, ces opérations ne donnent un résultat que si elles ont un sens (formats compatibles, matrice
inversible...).
On pourra ainsi comprendre les exemples suivants :

In [1]: M=np.array(I[[1,2,3],[1,0,0],[0,1,1]1)
In [2]: al.inv (M)

Oout[2]:
array([[ 0., 1., 0.1,

[-1., 1., 3.1,

[ 1., -1., -2.11)
In [3]: M=np.ones([3,3])
In [4]: al.inv (M)
Out[4]: LinAlgError: Singular matrix
In [5]: A=np.array([[1,2,0]1,11,1,011)
In [6]: B=np.array([[1,1,2],11,1,211)
In [7]: A+B
out[7]:
array ([[2, 3, 21,

(2, 2, 211)
In [8]: A=np.array([[1,2]1,[1,111)
In [9]: B=np.array([[1,1,2],11,1,211)
In [10]: A+B

Out[10]: ValueError: operands could not be
broadcast together with shapes (2,2) (2,3)

Opérations coefficient par coefficient

Si A et B sont deux variables contenant des matrices A et B de méme format n X p, le coefficient de la ligne 4
et de la colonne j de A (respectivement B) est notée a; ; (respectivement b; ;), numpy autorise les opérations
suivantes :

la multiplication terme & terme : I'instruction A«B renvoie la matrice C = (a; ; b; ;),

la division terme & terme : l'instruction A/B renvoie la matrice C' = (a; ; /b; ;) (sous réserve que les
coefficients de B soient tous non nuls évidemment),

I’élévation a la puissance de chaque terme : si k est un entier, 'instruction Axxk renvoie la matrice
C= (aﬁj)v

l’addition d’'un méme réel x a tous les coefficients d’une matrice A : 'instruction B=A+x ou B=x+A renvoie
la matrice B = (a;; + ),

la multiplication de tous les coeflicients d’une matrice A par un méme réel x : l'instruction B=Axx ou
B=x+A renvoie la matrice B = (z a; ;).

Plus généralement, si £ est une fonction numérique définie sous Python et si A est une matrice dont les coefficients
sont A (i, j), alors 'instruction f (A) renvoie une matrice dont les coefficients sont £ (A (i, J)).
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Minimum, maximum, moyenne

La bibliotheque numpy permet de déterminer le maximum et le minimum d’une matrice.
Si A est une variable représentant une matrice A de M,, ,(R) :

Iinstruction np.min (A) renvoie le plus petit coefficient de A,

€

l'instruction np.min (A, 0) renvoie une matrice ligne dont le j¢™¢ coefficient est le plus petit des coeffi-

cients de la colonne numéro j de la variable A,

I'instruction np.min (A, 1) renvoie une matrice ligne dont le i®™¢ coefficient est le plus petit des coeffi-
cients de la ligne numéro ¢ de la variable A,

Iinstruction np.max (x) renvoie le plus grand élément de xA,
-eme

Pinstruction np.max (A, 0) renvoie une matrice ligne dont le j coefficient est le plus grand des coeffi-
cients de la colonne numéro j de la variable A,

'instruction np.max (A, 1) renvoie une matrice ligne dont le i®™¢ coefficient est le plus grand des coeffi-
cients de la ligne numéro i de la variable A,

I'instruction np.mean (x) renvoie la moyenne des coefficients de A,

linstruction np.mean (A, 0) renvoie une matrice ligne dont le j¢™¢ coefficient est la moyenne des coeffi-
cients de la colonne numéro j de la variable A,

l'instruction np.mean (A, 1) renvoie une matrice ligne dont le i coefficient est la moyenne des coeffi-
cients de la ligne numéro ¢ de la variable A.

On peut ainsi comprendre ’exemple suivant :

In [1]: A=np.array([[-1,1,0,3]1,I[5,4,-2,61,10,2,4,811)
In [2]: np.max(A)

Out[2]: 8

In [3]: np.min (A)

Out[3]: -2

In [4]: np.max(A,0)

Oout[4]: array([5, 4, 4, 81)

In [5]: np.max (A, 1)

Out[5]: array([3, 6, 8])

In [6]: np.min(A,0)

Out[6]: array([-1, 1, -2, 31)

In [7]: np.min(A,1)

Out[7]: array([-1, -2, 01])

In [8]: np.mean (A)

Out[8]: 2.5

In [9]: np.mean(A,0)

Out[9]: array([1.33333333, 2.33333333, 0.66666667, 5.66666667])
In [10]: np.mean(A,1)

Out[10]: array([0.75, 3.25, 3.5 1)

C.3. Calculs de sommes

Lorsqu’on dispose d’une variable A représentant une matrice A de taille n X p, il est possible de calculer certaines
sommes de coefficients automatiquement :

la commande np.sum (A) renvoie la somme de tous les coefficients de A,

la commande np.sum (A, 0) renvoie une matrice ligne dont le coefficient de la colonne j est égal a la
somme des coefficients de la colonne j de la variable A,

la commande np.sum (A, 1) renvoie une matrice ligne dont le coefficient de la colonne i est égal a la
somme des coefficients de la ligne ¢ de la variable A,

la fonction np.cumsum (A) renvoie une matrice ligne, dont i¢me coefficient est égal a la somme des ¢
premiers coefficients de A (les coefficient étant numérotées de 1 & np, ligne par ligne),

la fonction np.cumsum (A, 0) renvoie une matrice de méme format que A dont le coefficient situé sur la
1°¢ ligne et la j*¢ colonne est égal a la somme des i premiers coefficients de la colonne j de A,
la fonction np.cumsum (A, 1) renvoie une matrice de méme format que A dont le coefficient situé sur la

reme

i®™¢ ligne et la j colonne est égal a la somme des j premiers coefficients de la ligne j de A.

On peut désormais comprendre I’exemple suivant :
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In [1]: A=np.array([[-1,1,0,3],I[5,4,-2,6]1,100,2,4,811)
In [2] np.sum(A)

Out[2]: 30

In [3] np.sum (A, 0)

Out[3]: array ([ 4, 7, 2, 171])

In [4]: np.sum(A,1)

Out[4]: array([ 3, 13, 141)

In [5] np.cumsum (A)

Oout[5]: array([-1, O, O, 3, 8, 12, 10, 16, 16, 18, 22, 30])
In [6] np.cumsum (A, 0)

Oout[6]

array([[-1, 1, O, 3

Oout[7]:

array([[-1, O, O, 31,
[ 5 9 7, 131,
[ 0, 2, 6, 1411)

Noter que des fonctions analogues existent pour effectuer les produits ou les produits cumulés des coefficients
d’une matrice (fonctions np.prod et np.cumprod) mais qui ne figurent pas au programme.

D. Structures de controle

Contrairement a beaucoup de langages informatiques, les blocs d’instructions liées entre elles ne sont pas séparées
par mots-clefs (du type begin... end ou par des accolades. Avec le langage de Python, c’est I'indentation
(Pespace en début de ligne) qui permet d’indiquer les groupes d’instructions. Il faudra donc veiller & bien
respecter 'indentation pour éviter les bugs.

D.1. Les structures conditionnelles

Les variables booléennes

Le résultat d’une proposition logique peut étre stocké dans une variable. Une telle variable est appelée variable
booléenne et ne prend que deux valeurs : True (pour vrai) ou False (pour faux). Il sera intéressant de se
souvenir que, d'une certaine fagon, Python gére ce type de variable comme si elle contenant les valeurs 1 (pour
True) et 0 (pour False), permettant par exemple 'addition et la multiplication (ainsi True+True retourne
2 par exemple).

Les opérateurs de comparaison
Deux types d’opérateurs renvoient des résultats de type booléen :

¢ les opérateurs de comparaison ou de test :

— lopérateur == : 'instruction a==b renvoie True si les valeurs stockées dans a et b sont égales et
renvoie False sinon,

— lopérateur ! = :linstruction a!=b renvoie Trure si les valeurs stockées dans a et b sont différentes
et renvoie False sinon,

— lopérateur > : l'instruction a>b renvoie True si la valeur stockée dans a est strictement supérieure
a celle stockée dans b et renvoie False sinon,

— lopérateur >= : l'instruction a>=b renvoie True si la valeur stockée dans a est supérieure ou égale
a celle stockée dans b et renvoie False sinon,

— lopérateur < : l'instruction a<b renvoie True si la valeur stockée dans a est strictement inférieure
a celle stockée dans b et renvoie False sinon,

— lopérateur <= : I'instruction a<=b renvoie Truesi la valeur stockée dans a est inférieure ou égale a
celle stockée dans b et renvoie False sinon,

e les opérateurs relationnels :

— lopérateur and : I'instruction A and B renvoie True si les propositions A et B sont toutes les deux
vraies et renvoie False sinon,
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— lopérateur or : 'instruction A or B renvoie True si I'une au moins des propositions A et B est
vraie et renvoie False sinon,

— lopérateur not : l'instruction not A renvoie True si la proposition A est fausse et renvoie False
sinon.

Les opérateurs de comparaison peuvent étre utilisés avec des matrices A et B, du moment qu’elles sont de méme
format ; dans ce cas, chaque case A (i, j) est comparée avec la case B (i, j), comme on peut le voir dans
I’exemple suivant :

In [1]: A=np.array([[-1,1,0,3]1,[5,4,-2,61,10,2,4,811)
In [2]: B=np.array([[1,-1,1,3],(4,4,-2,6],10,2,2,8]1)
In [3]: A==B

Out [3]

array ([[False, False, False, True],

[False, True, True, True],
[ True, True, False, Truel])

Les structures conditionnelles

Il peut arriver que 'on veuille effectuer des opérations différentes selon que 'on est dans une situation ou une
autre.
Dans ce cas, on rédige I'instruction

if conditionl:
instructionsl

else:
instructions3

On se souviendra que :

o ¢’il y a plusieurs instructions a effectuer lorsque la condition est vraie (respectivement fausse), elles doivent
toutes avoir la méme indentation (I’espace horizontal a gauche du texte),

o lalternative else n’est pas obligatoire (si I’on ne souhaite rien faire lorsque la condition n’est pas vraie),
auquel cas la commande s’arréte aprés instructionsl (qui comporte éventuellement plusieurs lignes),

e si 'instruction else est suivie d’'un if, on peut contracter les deux en écrivant elif.

Par exemple, si I'on exécute les commandes

if x>0:
y=np.log (x)
print (' 1n(x)=",y)

else:
print ("1n(x) n’existe pas")

la console affichera le message « In(z) = » suivi de la valeur de In(x) si > 0 et affichera le message « In(x)
n’existe pas » si z < 0.
De méme, si I'on exécute les commandes

if x>0:

print (1)
elif x==0:

print (0)
else:

print (-1)

la console affichera la valeur 1 si x > 0, affichera la valeur 0 si x = 0 et la valeur —1 si z < 0.
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D.2. Les structures répétitives

Les boucles for

Si l’on veut répéter une suite d’instructions un nombre fixé de fois, on peut utiliser 'instruction for, que l'on
rédigera ainsi :

for k in range(a,b+l):
Instructions

On se souviendra que :

e linstruction for k in range (a,b+1) permet de répéter une ou plusieurs instructions lorsque k prend
successivement les valeurs a, a+1, ..., b, donc b — a + 1 fois en tout (attention & la derniére valeur prise
par k),

e la variable k est une variable muette et peut évidemment étre remplacée par n’importe quelle nom de
variable,

e range (a,b+1) indique

e linstruction for k=p:i:n instruction(s), end permet de répéter une ou plusieurs instructions
(séparées, le cas échéant, par des virgules ou des points-virgules) lorsque k prend successivement les valeurs

p, p+i, p+21i, ..., p+mi (o m est tel que p+mi < n < p+ (m+ 1)i).
100
Par exemple, si 'on veut calculer et afficher la somme >~ k3, on peut écrire le script suivant :

k=0

S=0

for k in range(1,101):

S=S+kx*3
print (S)

Cependant, 'utilisateur averti aura aussi remarqué que ’on obtient le méme résultat en saisissant les instructions

S=0

for k in range
(1,101) :
S=S+k**3

print (S)

Les boucles while

Si lon veut répéter une suite d’instructions tant qu’une certaine condition est vraie (ou ne lest pas), on peut
utiliser I'instruction while, que I'on présentera ainsi :

while condition:
instructions

Par exemple, si ’on sait que la suite u = ((n +1)2 e_”) converge vers 0 et que ’on cherche le premier entier

neN
naturel n tel que |u,| < 102, on peut écrire le programme suivant :

n=0

while (n+l)*x2xnp.exp(-—n)>=10xx(-9) :
n=n+1

print (n)

E. Listes

Comme son nom l’indique, le type 1ist permet de manipuler des variables contenant des listes de valeurs,
elles-mémes non nécessairement de méme type. Notons qu’'une liste peut étre vide : les commandes x[] ou
x=11ist () renvoient ainsi une liste vide.
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E.1. Création de listes

De méme qu’un ensemble peut étre défini en extension ou en compréhension, Python permet la création de liste
par I'un de ces deux modes. Rappelons par exemple que 1’ensemble des entiers pairs compris entre 0 et 10 peut
s’écrire en extension {0, 2,4, 6,8,10} mais aussi en compréhension {2k, k € [0, 5]}.

o Une liste d’entiers consécutifs peut étre créée en utilisant la fonction range :

— sl n contient un entier naturel non nul, la commande range (n) (rencontrée notamment dans les
boucles for) énumere les entiers compris entre 0 et n — 1,

— si n et m contiennent deux entiers tels que n < m, la commande range (n, m) énumere les entiers
compris entre n et m — 1.

Pour créer une liste a 'aide de cette fonction, on convertit I’énumération en liste & ’aide de la fonction
list : ainsi la commande x=11ist (range (5)) renvoie la liste [0,1,2,3,4].

e Une liste peut étre créée en extension, en énumérant les valeurs contenues dans la liste. Par exemple,
x=[1,3,"bleu","1/0"] crée ainsi une variable x dont les coefficients sont, dans cet ordre, 1,3 (de
type int), « bleu » et « 1/0 » (de type str).

e Une liste peut également étre créée en compréhension, en expliquant comment ses éléments sont ob-
tenus. Par exemple, la commande x=[2+xk for k in range (0, 6)] affecte a la variable x la liste
(0,2,4,6,8,10].

E.2. Acces aux elements d'une liste et modification de listes

Acceés aux éléments d’une liste

De méme que dans le cas des matrices, on peut appeler certaines des valeurs contenues dans une liste. Par
exemple, si x est une liste :

e x[1] renvoie le coefficient numéro i de la liste, c’est-a-dire le (i + 1)*\”"e coefficient de x,

e x[1:7] renvoie une liste dont les j — i coefficients sont x[1], x[1+1],..., x[j-11,

e x[1i:7:r] renvoie une liste dont les j — i coeflicients sont x[1], x[i+r],..., x[i+kr] ou k est le plus
grand entier tel que ¢ + kr < j.
On se souviendra que l'indexation des éléments d’une liste se fait dans l'ordre croissant (de la position) & partir
de 0, ou dans 'ordre décroissant a partir de —1. Ainsi, si x est une liste, x [0] est le premier élément de la liste,
x[—1] est le dernier élément de la liste, x[1] est le deuxieéme élément de la liste, x [-2] est ’avant dernier
élément de la liste, ...

Modification de listes

Il y a plusieurs fagons de modifier une liste. On peut notamment :

o Modifier un coefficient donné : pour appeler le i®"¢ coefficient d’une liste (souvenons-nous que la numé-
rotation commence toujours & 0), on lappelle avec la commande x [1]. Par exemple, les instructions

x=1list (range (5))
x[1]1=0

permettent de créer une variable x contenant [0,1,2, 3, 4] puis de remplacer la valeur contenue par
x[1] par 0, x contenant alors [0,0,2,3,4].

e Supprimer un élément de la liste avec la fonction del : la commande del x[i] permet par exemple
d’enlever x [1] de la liste. Par exemple, apres ’exécution des instructions

Liste=1list (range
(1,10))
del Liste[2]

la variable Liste contient [1,2,4,5,6,7,8,9].

o Insérer un élément & la fin d’une liste, & Paide de la fonction append : la commande x.append (a) (o
x est le nom de la liste que I'on veut modifier) crée une liste dont les premiers éléments sont ceux de la
liste x et dont le dernier élément est a. Par exemple, les instructions
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L=["bleu", "rouge"]
L.append ("noir")

permettent de créer une variable I contenant [’bleu’,’ rouge’, ' noir’].

o Concaténer des listes : si x et y sont des variables contenant des listes, la commande x+y renvoie la liste
obtenue par concaténation des deux listes; par exemple, 'exécution de

x=1ist (range (2, 6) )
y:["bleull’ "rouge"’ llnoir"]
Z=xX+ty

permet de créer une variable z contenant la liste [2,3,4,5, "bleu’, " rouge’, ' noir’].

e Concaténer une liste a elle méme : si x est une liste, la commande n*x renvoie une liste contenant n
répétitions successives des éléments de la liste x. Par exemple, I’exécution de

a=list (range (3, 6))
b=3*a

permet de créer une variable b contenant la liste [3,4,5,3,4,5,3,4,5].

Longueur d’une liste

La fonction len permet de renvoyer la longueur d’une liste. Par exemple, 'exécution de

L=[3xk for k in range (100) ]
print (len (L))

affiche 100 : c’est le nombre de coefficients de la liste L, ¢’est-a-dire ici le nombre de multiples de 3 compris
entre 0 et 97 (3 x 99).

E.3. Recherche dans une liste

e On peut chercher si une valeur particuliere fait partie d’une liste a I'aide de la fonction in. Ainsi, I'ins-
truction a in x renvoie Vrai si a est un élément de la liste x et False sinon. Par exemple, I'exécution
des instructions

y=1list (range
(=2,5))

print (-2 in y)

print (5 in vy)

renvoie True puis False.

¢ On peut également déterminer le nombre d’occurrences d’une valeur particuliere dans une liste & ’aide de
la fonction count. Ainsi, 'instruction x.count (a) renvoie le nombre d’occurrences de a dans la liste x.
Par exemple, I'exécution des instructions

x=3+x1list (range
(1,5))
print (x.count (2))

renvoie 3.
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F. Deéfinition de fonctions

Si Python connait déja un certain nombre de fonctions, il est possible de définir des fonctions supplémentaires,
ce qui permet de n’écrire qu’une seule fois une série d’instructions amenées a étre effectuées plusieurs fois. La
création d’une fonction est annoncée par une ligne de commande du type def nom_fonction (paramétres
d’ appel) : ol nom_fonction sera évidemment remplacé par le nom que 'on souhaite donner & la fonction
(et qui servira & 'appeler dans le programme) et paramétres d’appel sera remplacé par la liste des valeurs
qui sont utilisées dans les calculs. Le plus souvent, une fonction servira a effectuer une série de calculs et a
renvoyer un résultat, auquel cas elle se terminera par une ligne de commande du type return résultat,
mais cette ligne peut ne pas étre utile si I’'on ne souhaite pas renvoyer de résultat mais juste effectuer une série
d’instructions (visant & afficher un ou plusieurs résultats par exemple).

Par exemple, si I’on souhaite définir la fonction f définie sur R par :

Ve eR, f(z)=¢e +$2+1

on pourra rédiger la fonction suivante :

import numpy as np
def f (x):
return np.exp (x)+1/ (x**x2+1)

De méme, si 'on souhaite définir la fonction g définie sur R par :
ewT_l six#0
Ve e R, g(z) =
1 siz=0

on pourra rédiger la fonction suivante :

import numpy as np
def g(x):
if x==
return 1
else:
return (np.exp(x)-1)/x

L’appel de la fonction se fera dans le programme naturellement. Par exemple, si ’on veut écrire un programme
demandant l'entrée d’un réel = puis calculant et affichant la valeur de f(z) (la fonction f étant la premieére
fonction donnée en exemple), le programme pourra étre rédigé ainsi :

import numpy as np
def f (x):
if x==0:
return 1
else:
return (np.exp(x)-1)/x
x=float (input (' x="))
print (f (x))

On se souviendra que :

¢ le plus souvent, une fonction réelle £ d’une variable réelle  peut étre appliquée & une matrice 2, auquel
cas le résultat renvoyé sera une matrice de méme format que A et dont les coefficients sont les images
f(A[i, J] des coefficients de A ; c’est le cas par exemple de la fonction £ définie ci-dessus, et I’exécution
de la commande f (np.arange (-1, 2)) renvoie ainsi le résultat suivant :

array([0.86787944, 2. , 3.21828183])

e il arrive cependant que cela ne soit pas possible directement, du fait de la nature des opérations effectuées
(par exemple s’il y a des comparaisons); dans ce cas, on pourra utiliser la fonction np.vectorize,
qui permet de créer une nouvelle fonction, compatible avec les matrices; c’est le cas par exemple de la
fonction g introduite précédemment, et a I’exécution de la commande g (np.arange (-1, 2) ), on obtient
le message suivant :
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ValueError: The truth value of an array with more than one
element is ambiguous. Use a.any () or a.all()

On réécrira dans ce cas le programme ainsi :

import numpy as np
def g(x):
if x==0:
return 1
else:
return (np.exp(x)-1)/x
G=np.vectorize (qg)

L’exécution de la commande G (np.arange (-1, 2) ) renvoie alors le résultat suivant :

array ([0.63212056, 1. , 1.71828183])

G. Générateurs de nombres aléatoires et simulation

G.1.

Générateur de nombres aléatoires

Le langage Python permet de simuler des expériences aléatoires grace a la bibliothéque numpy . random. Ainsi,
si n, p, a,b sont des variables contenant des entiers naturels n, p et relatifs a, b, alors :

Iinstruction rd.randint (b+1) renvoie un nombre réel choisi au hasard dans l'intervalle [0, b] ; autre-
ment dit, rd.randint (b+1) permet de simuler une expérience aléatoire en renvoyant la valeur prise par
une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, b],

Pinstruction rd.randint (a,b+1) renvoie un nombre réel choisi au hasard dans l'intervalle [a, b] ; au-
trement dit, rd.randint (a,b+1) permet de simuler une expérience aléatoire en renvoyant la valeur
prise par une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, b],

I'instruction rd.randint (a, b+1, n) renvoie une simulation de n variables aléatoires X1,..., X, indé-
pendantes et suivant la loi uniforme sur [a, ],

I'instruction rd.randint (a,b+1, [n,p]) renvoie une matrice de M,, ,(R) dont les np coefficients sont
des simulations de np variables aléatoires X 1, X1.2,..., Xy, indépendantes et suivant la loi uniforme sur

[a, 0],
Pinstruction rd.random () renvoie un nombre réel choisi au hasard dans l'intervalle [0, 1[; autrement dit,

rand permet de simuler une expérience aléatoire en renvoyant la valeur prise par une variable aléatoire
suivant la loi uniforme sur [0, 1],

Iinstruction rd.random (n) renvoie une simulation de n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes
et suivant la loi uniforme sur [0, 1],

I'instruction rd.random([n, p]) renvoie une matrice de M,, ,(R) dont les np coefficients sont des simu-
lations de np variables aléatoires X7 1, X7 o,..., X, , indépendantes et suivant la loi uniforme sur [0, 1.

Par exemple, si 'on souhaite simuler le tirage de 5 boules au hasard et avec remise dans une urne contenant 10
boules numérotées de 1 & 10, on peut proposer le programme suivant :

import numpy.random as rd
Tirage=rd.randint (1,11,5)
print (Tirage)

De méme, si I'on veut simuler le tirage de 5 boules au hasard et avec remise dans une urne contenant 3 boules
blanches, 5 boules noires et 2 boules rouges, on peut modéliser le tirage d’'une boule par le choix d’'un numéro
dans [1,10] puis décider que les numéros 1 & 3 correspondent & une boule blanche, que les numéros 4 & 8
correspondent a une boule noire et que les numéros 9 et 10 correspondent a une boule rouge, ce qui nous permet
de proposer le programme suivant :
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import numpy.random as rd
Valeurs=rd.randint (1,11, 5)
Tirage=[]
for k in range(0,5):
if Valeurs([k]<4:
Tirage=Tirage+[’Blanche’]
elif Valeurs[k]<9:
Tirage=Tirage+[’Noire’ ]
else:
Tirage=Tirage+ [’ Rouge’ ]
print (Tirage)

Enfin, si 'on souhaite simuler le tirage de 5 boules au hasard et avec remise dans une urne contenant une
proportion p (avec p € ]0,1[) de boules blanches et une proportion 1 — p de boules noires et afficher le nombre
de boules blanches obtenues, on peut proposer le programme suivant :

import numpy.random as rd
p=£float (input ('p="))
Tirage=rd.random(5)
B=0
for k in range(0,5):

if Tiragelk]<p:

B=B+1

print (B)

G.2. Simulation de variables aléatoires discréetes

La bibliotheque numpy.random propose également des simulateurs de la plupart des lois usuelles. Si I'on
cherche a simuler une loi usuelle :

e rd.randint (a,b+1) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a,b] (a et b
étant deux entiers tels que a < b),

e rd.binomial (n,p) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p) (n € N* et
p€10,1)),

e rd.geometric (p) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p) (p € |0, 1[),

e rd.poisson (lambda) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(X) (A € R7).

Plus généralement, si I’'on souhaite simuler plusieurs variables aléatoires indépendantes et toutes de méme loi,
on peut utiliser :

e rd.loi (paramétres,n) (ouloi estaremplacer par 'une des lois mentionnées ci-dessus, paramétres
étant a remplacer par les parameétres adéquats comme vu précédemment) permet de simuler n variables
aléatoires indépendantes et toutes de méme loi 1oi (paramétres),

o rd.loi (paramétres, [n,p]) permet de renvoyer une matrice de M,, ,(R) dont les coefficients sont
une simulations de np variables aléatoires indépendantes et toutes de méme loi 1oi (paramétres).

Par exemple, si ’on souhaite effectuer une simulation de 1000 variables aléatoires X1, ..., X1900 indépendantes
et toutes de méme loi géométrique de parametre 0.4, puis renvoyer la valeur du minimum de (X7, ..., X1000),
on peut procéder ainsi :

import numpy.random as rd
import numpy as np
X=rd.geometric (0.4,1000)
print (np.min (X))

G.3. Simulation de variables aléatoires a densité

La bibliotheque numpy.random propose également des simulateurs de la plupart des lois usuelles. Si I'on
cherche & simuler une loi usuelle (ou plusieurs, de méme que dans le paragraphe précédent) :

e rd.random() permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1],
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e rd.exponential (m) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi exponentielle d’espérance
m, donc de paramétre A = L (m € R%),

m
e rd.normal (m, sigma) permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi normale d’espérance m et
d’écart-type o, c’est-a-dire la loi normale N'(m,0?) (m € R, o € RY).

H. Graphisme en deux dimensions

H.1. La fonction plt .plot

La bibliotheque matplotlib.pyplot permet la représentation graphique de suites ou de fonctions. Les tracés
de courbes dans le plan peuvent se faire avec la commande plt.plot :

e si x et y sont deux variables contenant des matrices lignes a n colonnes, 'instruction plt.plot (x,y) per-
met de tracer la ligne brisée obtenue en reliant les points de coordonnées (x [0],vy[0]),..., (x[n],yI[n])
par des segments de droite,

e si A et B sont deux variables contenant des matrices de format n x p, Uinstruction plt.plot (A, B)
permet de tracer dans un méme graphique les n lignes brisées obtenues, pour tout j € [1,n], en reliant
les points de coordonnées (A[0,j]1,B[0, 31),..., (A[n, 3]1,B[n, j]l) par des segments de droite.

On peut noter qu’avec les notations précédentes, il est équivalent d’exécuter la commande plt.plot (A, B) et
d’exécuter les commandes plt.plot (Al:, j1,B[:3]) pour tout j appartenant & [0,n — 1].
Par exemple, si I'on exécute le programme suivante :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
x=np.array([1l,2,2,3,6])
y=np.array([0,2,3,1,-1])
plt.plot (x,Vv)

plt.show ()

on obtient le graphique suivant :
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De méme, si 'on exécute le programme suivante :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
A=np.array([[-1,1,0,31,1([5,4,-2,6]1, [0,
B=np.array ([[1,1,1,3],[4,4,4,6],[2,2
plt.plot (A, B)

plt.show ()
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on obtient le graphique suivant :

-2 0 2 4 & B

La commande plt.show () a pour vocation, a I’exécution du programme, d’ouvrir une fenétre pour afficher le
graphique (une sorte d’équivalent de la commande print pour les graphiques). On notera cependant que, dans
certains éditeurs, la commande plt.show () n’a aucun effet. C’est le cas notamment de Spyder, car c’est un
éditeur interactif ; par conséquent nous nous dispenserons de mettre cette commande dans les programmes qui
suivent.

H.2. Courbes représentatives de fonctions

En utilisant la commande plt.plot, on peut tracer des allures de courbes représentatives de fonctions numé-
riques réelles. L’idée de base est de placer suffisamment de points, masquant ainsi le c6té anguleux pour que la
ligne brisée soit suffisamment proche de la courbe.

Si l'on veut représenter 'allure de la courbe représentative d’une fonction f : [a,b] — R (a et b étant deux
réels tels que a < b), on peut donc définir deux variables x=[x[0], ...,x[n]] et y=[y[0],...,y[n]] ol
[x[0],...,x[n]] est une suite strictement croissante telle que x [0]=a, x[n]=b) et y[i]=f (x[1]) pour
tout ¢ compris entre 0 et n.

2

1 _zZ

Par exemple, si 'on veut représenter graphiquement la fonction x — J3m ¢ 7 osur [—5, 5], on peut exécuter le
programme suivant :

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
x=np.linspace (-5,5,100)

y=np.exp (-xx*2/2) /np.sqrt (2+«np.pi)
plt.plot (x,Vv)

qui retourne le graphique suivant :
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0.05

0.00

-4 -2 0 2 4

Pour créer le vecteur x dont les composantes sont les abscisses des points souhaités, on utilise en général les
fonctions np.linspace ou np.arange.

On peut également représenter graphiquement plusieurs courbes simultanément. Dans ce cas, les vecteurs de-
vront nécessairement étre des vecteurs colonnes. Par exemple, si 'on veut illustrer les croissances comparées,
on peut saisir les instructions suivantes :
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

x=np.linspace(0.01,3,100)

y=np.zeros ([100,3])

y[l:,0]=np.log(x)

yl:,1]=x

y[l:,2]=np.exp (x)

graph=plt.plot (x,vVy)

plt.legend ([’ $x \mapsto \1ln(x)$’,’S$x \mapsto x$’,’$x \mapsto \mathrm{e}”"x$’])

on obtient la représentation graphique suivante :

201 — xelnix)
X=X
15 EOT- o
10
5
_—_'_'_'___'_‘_'_‘__
D K_i
-5
0.0 05 10 15 20 25 30

H.3. Nuages de points, représentation graphique de suites

Représenter un nuage de points

Par défaut, si 'on donne deux matrices lignes x et y de méme format, la fonction plot relie les points de
coordonnées (x[i],y[i]) et (x[i+1,y[i+1]). Il est toutefois possible d’éviter cela si ’on veut représenter

un nuage de points.

II suffit pour cela de saisir les abscisses et les ordonnées des points a représenter dans deux matrices x et y de
méme format et d’utiliser la commande plt.plot (x,y,’x"), loption ’ x’ suivant les variables permettant

de choisir le format d’affichage (dans ce cas, des croix, on peut aussi mettre 'o’ pour des cercles par exemple).

Par exemple, si ’on saisit les instructions

import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
x=rd.random (50)

y=rd.random (50)

plt.plot (x,y, " x’)

on obtient la représentation graphique suivante :

10 -
X 2y *
0a{ .. X ¥ y
x
06 x 8 %
* ® Hag
x
w X o
04 " % X
* X *
x x
02 X wo x X X x =
* * *
X
00 . x
0.0 02 0.4 06 08 10

ol l'on a représenté 50 points dont les abscisses (respectivement les ordonnées) sont les réalisations de 50

variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1].
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Représenter les premiers termes d’une suite

On peut représenter graphiquement les termes d’une suite u en représentant un nuage de points de coordonnées

(n,uy,). Par exemple, si 'on souhaite représenter graphiquement les 30 premiers termes de la suite u définie par

. 14-u? o .
ug = 0 et par la relation u,41 = +2“”, on peut écrire le programme suivant :

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

n=np.arange (0, 30)

u=np.zeros (30)

for k in range (1, 30):
ulk]=(l+ulk-1]1x%2) /2

plt.plot (n,u,’"x’)

On obtient alors la représentation graphique suivante :
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3 M MK KX
w3 X
) X% X
x
08 »
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H.4. Fonction de répartition de la loi normale

La fonction ndtr de la bibliothéque scipy.special représente la fonction de répartition ® de la loi normale

centrée réduite : . .
2
VxeR,@xz—/ e T dt
(@) 5 )

Par exemple, si I'on saisit les instructions

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.special as sp
import numpy as np
x=np.linspace (-5,6,100)
y=sp.ndtr (x)

plt.plot (x,vy)

on obtient la représentation graphique suivante :
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I. Statistiques descriptives et analyse de données

Les fonctions disponibles dans les librairies numpy et pandas permettent d’étudier les séries statistiques. Les
commandes de la bibliotheque pandas ne sont pas exigibles des candidats, ce qui signifie qu’elles devraient étre
rappelées en cas d’utilisation aux concours.

I.1. Fonctions de la bibliothéque numpy

Définir une série statistique

Avec la bibliotheque numpy, on peut créer une série statistique en la représentant dans un tableau avec la
fonction np.array :

e pour créer une série statistique simple contenant des données brutes, on peut les stocker dans une matrice
ligne,

e pour créer une série statistique contenant différentes caractéristiques étudiées dans une population et leurs
effectifs, on peut créer une matrice rectangulaire.

Indicateurs de position

On suppose que l'on dispose d’une série de données stockées dans une variable A de type array avec numpy.
1l peut s’agit d’une série de données simples (stockées dans une matrice ligne) ou de plusieurs séries de données
(stockées dans les lignes ou dans les colonnes d’une matrice rectangulaire).

e Pour calculer la moyenne de la série statistique, on utilise la fonction np.mean :

— np.mean (A) renvoie la moyenne de tous les coefficients de A,

— np.mean (A, 0) une matrice ligne dont le i¢me coefficient est la moyenne des coefficients situés sur
la colonne numéro i de A,

— np.mean (A, 1) une matrice ligne dont le i coefficient est la moyenne des coefficients situés sur
la ligne numéro i de A.

e Pour calculer la médiane de la série statistique, on utilise la fonction np.median :

— np.median (A) renvoie la médiane de tous les coefficients de A,

— np.median (A, 0) une matrice ligne dont le ¢ coefficient est la médiane des coefficients situés
sur la colonne numéro i de A,

eme

— np.median (A, 1) une matrice ligne dont le 4 coefficient est la médiane des coefficients situés

sur la ligne numéro i de A.
e Pour calculer la variance de la série statistique, on utilise la fonction np.var :

— np.var (A) renvoie la variance de tous les coefficients de A,

— np.var (A, 0) une matrice ligne dont le ¢ coefficient est la variance des coefficients situés sur la
colonne numéro i de A,
— np.var (A, 1) une matrice ligne dont le i°"*¢ coefficient est la variance des coefficients situés sur la

ligne numéro i de A.
e Pour calculer ’écart-type de la série statistique, on utilise la fonction np.std :

— np.std(A) renvoie ’écart-type de tous les coefficients de A,

— np.std (A, 0) une matrice ligne dont le i°™¢ coefficient est 1’écart-type des coefficients situés sur la
colonne numéro i de A,
‘eme

— np.std (A, 1) une matrice ligne dont le ¢ coefficient est I’écart-type des coefficients situés sur la
ligne numéro i de A.

Par exemple, I’exécution du programme suivant :

import numpy.random as rd

import numpy as np

n,p,N=10,1/2,10%4

A=rd.binomial (n, p, N)

print ('moy=’',np.mean (A), 'med=’,np.
median (A),’var=’,np.var (A),’ec=",
np.std(A))
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renvoie I'affichage ci-dessous :
moy= 4.9889 med= 5.0 var= 2.4673767900000003 ec= 1.5707885885758148

Ce programme a réalisé une simulation de 10% variables aléatoires indépendantes, de méme loi binomiale B(n, p)
avec n = 10 et p = % puis renvoyé la moyenne, la variance et 1’écart-type des réalisations obtenues, ce qui
est cohérent avec les résultats auxquels on pouvait s’attendre (du moins en ce qui concerne la moyenne et la
variance) puisque, si X suit la loi B(10, 3), alors :

De méme, ’exécution du programme suivant :

import numpy.random as rd
import numpy as np
n,p,N=10,1/2,10%%4
A=rd.binomial (n,p, [N, 4])
print (' moy=',np.mean (A, 0))
print ('med=’',np.median (A, 0))
print (' var=',np.var (A, 0))
print (‘ec=’,np.std(A,0))

renvoie I'affichage ci-dessous :

moy= [4.9904 5.0059 4.9995 4.9782]

med= [5. 5. 5. 5.]

var= [2.46370784 2.47306519 2.53749975 2.45112476]
ec= [1.56962029 1.57259823 1.59295315 1.56560683]

On peut considérer que ce programme a réalisé 4 simulations de 10* variables aléatoires indépendantes, de méme
loi binomiale B(n,p) avec n = 10 et p = % (chaque colonne de A contient 'une de ces 10* suites de simulations)
puis renvoyé la moyenne, la variance et 'écart-type des de chacune des quatre suites de simulations obtenues.

1.2. Fonctions de la bibliotheque pandas

Définir une série statistique
Avec la bibliothéque pandas, on peut créer ou importer une série statistique :

e pour créer une série statistique simple contenant des données brutes, éventuellement avec un index, on
peut utiliser la fonction pd.series,

e pour créer une série statistique contenant plusieurs séries de données, éventuellement de différents types,
on peut utiliser la fonction pd.DataFrame,

e pour importer un tableau de données au format .csv, on utilise la fonction pd.read_csv.

Dans la suite, on suppose que 'on dispose d’un fichier notes.csv qui contient les résultats d’une classe
a un concours blanc de type HEC et que l'on a importé ce fichier dans Python a l'aide de la commande
Result=pd.read_csv(’notes.csv’,sep=";").

On peut contréler une partie des données avec les fonctions head et shape :

e la commande pd.DataFrame.head (Result) renvoie les cinq premieres lignes du tableau :

M1 M2 GE Phi Cont Lvl Lv2
0 18.4 14.6 10.4 7.9 13.2 14 7.2
1 15.2 9.8 12.9 13.7 13.3 10.2 4.6
2 8.5 8.4 12.4 8.2 11.4 10.1 5.2
3 10 13.6 12.4 10.9 15.5 9.3 9
4 11.9 15.4 14.9 13.3 9.8 4.6 12.7

o la commande n, p=Result.shape renvoie le format du tableau : n contient le nombre de lignes (sans
compter l'en-téte, donc Deffectif dans le cas de I'exemple) et p contient le nombre de colonnes (donc le
nombre de notes par éléve dans l'exemple).
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Extraire une partie des données d’une série statistique

Si on dispose d’une variable Table créée avec Pandas et contenant des données statistiques, on peut faire des re-
cherche dans cette table et extraire les lignes vérifiant une certaine condition sur les colonnes, a I’aide d’une com-
mande du type Table [condition], I'appel d’une colonne se faisant & l'aide de Table [’ Nom_Colonne’ ].
S’il y a plusieurs conditions, elles seront séparées par le symbole & (pour « et ») ou | (pour « ou »).

Par exemple, si 'on souhaite identifier les étudiants ayant des difficultés en mathématiques, on peut exécuter
la commande

Result [ (Result['M1’]1<9) & (Result[’M2’]1<9)]

qui renvoie la liste des éléves ayant eu moins de 9 a chacune des deux épreuves de mathématiques :

M1 M2 GE Phi Cont Lvl Lv2
2 8.5 8.4 12.4 8.2 11.4 10.1 5.2
5 0.7 2.9 9.9 10.0 7.5 14.8 15.0
8 7.2 0.0 13.7 7.1 13.4 3.2 10.7

Trier les données d’une série statistique
On suppose qu’on dispose d’une variable A contenant une série de données. La fonction sort_value permet
de trier les données de la série :

e Silasérie a été créée avec pd. Series, la commande pd.Series.sort_values (A, ascending=True)
permet de trier les données dans l'ordre croissant (pour trier dans l’ordre décroissant, il suffit de remplacer
True par False).

e Sila série a été créée avec pd.DataFrame, la commande
pd.DataFrame.sort_values (Table,’Nom_Colonne’,ascending=True)

permet de trier les données contenues dans la variable Table dans 'ordre croissant des données contenues

dans la colonne Nom_Colonne (pour trier dans ’ordre décroissant, il suffit encore de remplacer True par
)

False).

Indicateurs de position

On suppose que 1'on dispose d’une série de données stockées dans une variable A créée avec pd.Series (dans
le cas d’une série de données brutes) ou pd.DataFrame (dans le cas de plusieurs séries de données, stockées
dans différentes colonnes).
e Pour calculer la moyenne de la série statistique, on utilise la fonction mean :
— pd.Series.mean (A) renvoie la moyenne de tous les coefficients de A,
— pd.DataFrame.mean (A) renvoie la moyenne des coefficients de A, colonne par colonne.
e Pour calculer la variance de la série statistique, on utilise la fonction var :
— pd.Series.var (A) renvoie la variance de tous les coefficients de A,
— pd.DataFrame.var (A) renvoie la variance des coefficients de A, colonne par colonne.
e Pour calculer ’écart-type de la série statistique, on utilise la fonction std :
— pd.Series.std(A) renvoie 'écart-type de tous les coefficients de A,
— pd.DataFrame.std (A) renvoie ’écart-type des coefficients de A, colonne par colonne.

e Pour obtenir une synthese plus compléte donnant simultanément le nombre de données, la moyenne,
I’écart-type, le minimum, le maximum et les quartiles, on utilise la fonction describe. Par exemple, la
commande pd.DataFrame.describe (Result) renvoie :

M1 M2 GE . Cont Lvl Lv2
count  44.000000 44.000000 44.00000 44.000000 44.000000 44.000000
mean 10.570455 10.979545 11.00000 12.154545 10.347727 11.379545
std 4.429897 4.414173 3.40417 3.200469 3.747029 3.224368
min 0.700000 0.000000 4.20000 0.000000 3.200000 3.900000
25% 8.325000 8.400000 9.05000 11.100000 8.000000 9.275000
50% 11.050000 11.200000 10.85000 12.450000 9.650000 11.650000
75% 13.850000 13.825000 13.62500 13.900000 14.075000 13.750000
max 18.400000 20.000000 17.20000 17.700000 17.000000 18.700000

e Pour calculer les quantiles de la série statistique, on utilise quantile: pd.DataFrame.quantile (2, q)

(ot g est un réel appartenant & [0, 1]) renvoie, pour chaque colonne, la valeur x pour laquelle une propor-
tion ¢ des données sont inférieures ou égales a x et une proportion 1 — ¢ sont supérieures ou égales a x
(pour ¢ = %, on obtient la médiane, pour g = %, avec k € {1,2,3} on retrouve les quartiles, ...)
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I.3. Histogrammes

Si l'on dispose d’une série statistique comportant un certain nombre de relevés z1,...,z, (non forcément
distincts), on peut chercher a représenter cette série statistique par un histogramme. Rappelons que si l'on se
donne un intervalle [a,b] et des classes [ag, a1], [a1,az[, ..., [@n—2,@n_1[, [an-1,a,] (avec a = ap < a1 < -+- <
an = b), un histogramme sera obtenu en représentant les rectangles dont les bases sont les différentes classes et
dont les aires sont proportionnelles & Ueffectif de la classe (c’est-a-dire au nombre de relevés appartenant a la
classe) ; notons également que, si les classes ont toutes la méme amplitude, il est alors équivalent de dire que la
hauteur de chaque rectangle est proportionnelle & 'effectif de la classe.

Pour représenter un histogramme, on peut utiliser la fonction hist de la bibiotheque matplotlib.pyplot.
Par exemple, I’exécution du programme suivant :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rd
X=rd.normal (0,1,1000)
plt.hist (X)

permet de faire une simulation de 1000 variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale centrée réduite
puis d’afficher ’histogramme de la série ainsi obtenue (permettant d’avoir I'allure de la distribution empirique
de la loi normale centrée réduite sur un échantillon de 1000 valeurs) :

2501

200

150 4

100

Sans autre précision, Python choisit automatiquement les classes dans lesquelles les données seront réparties et
la somme des aires des différents rectangles obtenus est égale a I'effectif total. Il est possible de changer cela en
indiquant :

o le nombre de classes, avec option bins=n (ou n est un entier naturel non nul), Python choisissant
automatiquement les extrémités; par exemple, en exécutant

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.random as rd
X=rd.normal (0,1,1000)

plt.hist (X,bins=3)

on obtient :

e la liste x des extrémités des classes, avec 'option bins=x ou x est un tableau contenant la liste des
extrémités des classes; par exemple, en exécutant
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on obtient :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import numpy.random as rd
X=rd.normal (0,1,1000)

plt.hist (X,bins=np.linspace(-5,5,20))

200

175 A
150 4

o la normalisation, avec 'option density=True la somme des aires sera égale a 1, ce qui permet de mieux

rendre compte de I'aspect probabiliste du graphique ; par exemple, en exécutant

on obtient :

« les options de couleurs (bords, couleur des rectangles,...); par exemple, en exécutant

on obtient :
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import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import numpy.random as rd

X=rd.normal (0,1,1000)

plt.hist (X,bins=np.linspace(-5,5,20),
density=True, edgecolor='black’,
color=’"1lightgray’)
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import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import numpy.random as rd

X=rd.normal (0,1,1000)

plt.hist (X,bins=np.linspace(-5,5,20),
density=True, edgecolor='black’,
color='"1lightgray’)
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|.4. Diagrammes en batons

Si Pon dispose d’une série statistique (x;,7;)1<igp OU Z1,...,%, sont les relevés distincts et ni,...,n, sont
les effectifs, on peut représenter cette série par un diagramme en batons en utilisant la fonction bar de
matplotlib.pyplot. Par exemple, en exécutant

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import numpy.random as rd
X=rd.binomial (20,0.6,1000)
N=np.arange (0, 21)
Effectif=np.zeros (21)
for k in range (0,21):

Effectif [k]=sum (X==k)
plt.bar (N,Effectif)

on obtient un diagramme en batons représentant les relevés et les effectifs dans une suite de 1000 épreuves
indépendantes et de méme loi binomiale 5(20,0.6).
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o 5 10 15 20
L.5. Boites a moustaches
Si l'on dispose d’une série statistique comportant un certain nombre de relevés z1,...,z, (non forcément

distincts), on peut chercher a représenter cette série statistique par une boite & moustache en utilisant la
fonction boxplot de matplotlib.pyplot. Par exemple, en exécutant

import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
X=rd.normal (0,1,100)
plt.boxplot (X)

on obtient une boite & moustache représentant les relevés dans une suite de 1000 épreuves indépendantes et de
méme loi normale N'(0,1).
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o o0

-2

=3

=40

Rappelons que dans ce diagramme, on peut lire le minimum, le maximum (sans tenir compte des données
aberrantes, représentées par des points), les quartiles et la médiane :

« la boite est délimitée par le premier et le troisiéme quartiles (elle contient donc la moitié des données, et
son étendue est égale a l'intervalle inter-quartile) et coupée par la médiane (donc un quart des données se
situent dans chacune des parties de la boite),

o les lignes qui s’étendent de la boite sont appelées moustaches et leur longueur est au maximum égale a 1,5
dois l'intervalle inter-quartile (toute donnée extérieure a ces lignes est classée comme donnée aberrante),
permettant de visualiser I’étendue de la série.

J. Systemes linéaires, diagonalisation

J.1. Systemes linéaires

Si A est une matrice inversible de M,,(R) et B un élément de M,, 1 (R), Python permet de déterminer I'unique
solution de I’équation AX = B dans M,, 1(R) al’aide de la fonction solve de la bibliothéque numpy . linalg:
I'exécution de la commande al.solve (A, B) renvoie alors la solution recherchée.

Par exemple, si I’'on exécute le programme suivant :

import numpy.linalg as al
import numpy as np
A=np.array([[1,2],[2,1]1])
B=np.array([1l,1])

print (al.solve (A,B))

on obtient le résultat suivant :

[0.33333333 0.33333333]

J.2. Valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice carrée

La fonction eig de la bibliotheque numpy.linalg permet de déterminer les valeurs propres et des vecteurs
propres d’une matrice carrée. Si A est une matrice carrée d’ordre n, alors la commande S, P=al.eig (A) renvoie
un tableau S dont les coefficients sont les valeurs propres de A et une matrice carrée P dont les colonnes sont
des vecteurs propres de A, respectivement associés aux coefficients correspondants de S. On se souviendra que :

e si A est diagonalisable, alors le nombre d’occurrences d’une valeur propre dans S est égal a la dimension
du sous-espace propre associé et P représente la matrice de passage de la base canonique & une base formée
de vecteurs propres de A et, en notant D la matrice dont S est la diagonale, on a : A = PDP™!,

e si A n’est pas diagonalisable, la matrice P obtenue n’est pas inversible et le nombre d’occurrences d’une
valeur propre dans S peut étre supérieur a la dimension du sous-espace propre associé.

Par exemple, si I'on exécute le programme suivant :

import numpy.linalg as al

import numpy as np

A=np.zeros ([3,31])

A[np.arange (0, 3),np.arange (0, 3) ]=np.arange (1, 4)
S,P=al.eig(A)

print (S)

print (P)

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



30 39. Initiation a Python

on obtient le résultat suivant, ce qui n’est guere surprenant puisqu’on cherche ici les valeurs propres et des

1 00
vecteurs propres de la matrice A= [0 2 0
0 0 3
[1. 2. 3.]
[[1. 0. 0.]
[0. 1. 0.]
[0. 0. 1.1]

De méme, en exécutant le programme suivant :

import numpy.linalg as al
import numpy as np
A=np.ones ([3,3])
S,P=al.eig(A)

print (S)

print (P)

on obtient le résultat suivant :

[-2.22044605e-16 3.00000000e+00 0.00000000e+00]
[[-0.81649658 0.57735027 0. ]

[ 0.40824829 0.57735027 -0.70710678]

[ 0.40824829 0.57735027 0.70710678]1]

En tenant compte des erreurs d’arrondis, il semble donc raisonnable de conjecturer que les valeurs propres de
A sont 0 et 3 et que leurs sous-espaces propres associés respectifs sont :

—9 0 1
Ep(A) = Vect 11,1-1 et FE3(A)=Vect| |1
1 1 1

Enfin, en exécutant le programme suivant :

import numpy.linalg as al

import numpy as np

A=np.zeros ([4,4])
A[np.arange (0, 3) ,np.arange(1l,4) ]=np.ones (3)
S,P=al.eig(A)

print (S)

print (P)

on obtient le résultat suivant :

[0. 0. 0. 0.]

[ 1.00000000e+000 -1.00000000e+000 1.00000000e+000 -1.00000000e+000]
[ 0.00000000e+000 4.00833672e-292 -4.00833672e—-292 4.00833672e-292]
[ 0.00000000e+000 « 0.00000000e+000 0.00000000e+000 -0.00000000e+000]
[ 0 ]

.00000000e+000 0.00000000e+000 0.00000000e+000 0.00000000e+000]]

En tenant compte des erreurs d’arrondis, cela signifie que 0 est la seule valeur propre de de la matrice

o O o o
o O o
oo = O
o= O O

et que son sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par le vecteur

o o o
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