Variables aleatoires a densite

ECG Maths Appliquées
Semestre 4

Dans tout ce chapitre, on considére un espace probabilisé (2,4, P) sur lequel toutes les variables aléatoires
envisagées sont supposées définies.

A. Définition et premieres propriétés

A.1. Fonction de répartition

Définition 35.1

On appelle variable aléatoire a densité toute variable aléatoire X dont la fonction de répartition Fx
est continue sur R et de classe C! sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points.

Remarque Si X est une variable aléatoire a densité, X (£2) est infini non dénombrable. En pratique, pour
les variables aléatoires & densité, il est rare que lon cherche & déterminer précisément X ().

Proposition 35.2

Si X est une variable aléatoire & densité, alors : Vo € R, P(X =) =

Preuve Supposons que X soit une variable aléatoire a densité. On sait (cf. chapitre 28. Généralités sur
les variables et vecteurs aléatoires) que :

VeeR, P(X =2)=P(X <2)-P(X <x)
=P(X <z)— lim P(X <)
t—x—

De plus, comme la fonction de répartition de X est continue sur R, on a :

Ve e R, lim P(X <t)=P(X < x)

t—a—
d’ou :
VeeR, P X =2)=P(X <) -P(X<x)=0
O
Remarque Par conséquent, si X est une variable aléatoire a densité, on a :

VeeR, P(X <z2)=PX <z2) et PX =2)=PX >x)

Proposition 35.3

Soit F' une fonction définie sur R, a valeurs dans R. F' est la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité si et seulement si :

i. F est continue sur R,
ii. F est de classe C! sur R, éventuellement privé d’un ensemble fini de points,
141. F' est croissante sur R,

iv. lim F(z)=0et lim F(z)=1.
T—r—00 T—r+00




2 35. Variables aléatoires a densité

Exercice 35.1  Dans cet exercice, ¢ et a désignent deux réels strictement positifs et on considere la fonction F
définie par :
C o
1-— (f) siz>c
Ve e R, F(z) = z

0 sinon

Montrer que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité X.

Remarques a. Sion sait déja que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire, il suffit de prouver
les points 7 et i1 pour prouver que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité.

b. Quand on doit déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité, il
est donc nécessaire que celle-ci vérifie les points précédents. Par conséquent, une fois cette
fonction trouvée, il peut donc étre utile de s’assurer au brouillon que celle-ci est bien continue
et croissante sur R, de classe C! sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points,
et qu’elle tend bien vers 0 en —oco et vers 1 en +oo pour s’assurer de la vraisemblance du
résultat.

A.2. Densité

Définition 35.4

Si X est une variable aléatoire a densité de fonction de répartition F'x, on appelle densité de X toute fonc-
tion fx définie et positive sur R et telle que fx(z) = F (z) pour tout  appartenant & R éventuellement
privé d’un ensemble fini de points.

Remarques a. Si X est une variable aléatoire a densité, elle admet plusieurs densités (et méme une infinité).
En effet, si f est une densité de X, il suffit de changer la valeur de f en un point (du moment
que 'on donne une image positive) pour obtenir une autre densité de X. Il convient donc de
parler d’'une densité et non de la densité de X. Toutefois, on remarquera que deux densités
d’une méme variable aléatoire ne différent entre elles qu’en un nombre fini de points.

b. Quand Fx est dérivable sur R, on choisit en général fy = F%. Il arrive dans ce cas que 'on
parle de la densité de X.

Exercice 35.2  Soit ¢ et o deux réels strictement positifs et X une variable aléatoire a densité admettant pour
fonction de répartition la fonction F' définie sur R par :

Ve €R, F(z) = 1_(})& Swze

0 sinon

Déterminer une densité de X.

Proposition 35.5

Soit f une fonction définie sur R et a valeurs dans R. f est une densité de probabilité si et seulement si :
1. [ est positive sur R,

7. [ est continue sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points,

+oo +oo
111, / f(t)dt converge et : / f@)dt =1.

— 00 — 00
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A. Définition et premieres propriétés 3

Exercice 353  On consideére la fonction f définie sur R par :

2
—— siz€e][0,1]
1 2 ’
Ve eR, f(z)= (1+2)
0 sinon
Prouver que f est une densité de probabilité.
Remarques a. Attention, une densité de probabilité n’est pas nécessairement continue par morceaux sur R,

comme le prouve ’exercice précédent.

b. Comme le montre ’exemple précédent également, si O_il veut prouver que f est une densité
de probabilité, il ne faut pas oublier que 'intégrale / - f(t)dt est certes impropre en —oo
et +00, mais elle peut également avoir d’autres probl_é?;es de convergence.

¢. Si on veut montrer que f est une densité de probabilité et si f n’est pas continue en a, il
n’est pas nécessaire de chercher ses limites éventuelles en a & gauche et en a a droite.

d. Quand on doit déterminer une densité d’une variable aléatoire & densité, il est donc nécessaire
que celle-ci vérifie les points précédents. Par conséquent, une fois cette fonction trouvée, il

peut étre utile de s’assurer au brouillon que celle-ci est bien positive sur R, continue sur R
+oo

sauf peut-étre en un nombre fini de points et que I'intégrale / f(t)dt converge et vaut 1.

— 00

Proposition 35.6

Si X est une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition Fx et de densité fx, alors :
i. VeeR, P(X<a)=PX <z)=Fx(z)= / fx (t)dt,
“+oo

it. YeeR, P(X >2)=P(X >z)=1- Fx(x) :/ fx (t)dt,

€T

iti. ¥(a,b) €R? / a <b, IP’(a<X<b):FX(b)—FX(a):/be(t)dt,

Remarque D’apres B52, on a donc plus généralement, si (a,b) est un couple de réels tel que a < b :

Pla < X

IN
=
I

b
P(agx<b):P(a<X<b):P(a<X<b):/ Fx(t)dt

Proposition 35.7

Si X est une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition Fx et de densité fx, alors :

fz(x) = Fi(x) pour tout réel x en lequel fx est continue

Preuve Soit X une variable aléatoire a densité, de fonction de répartition F' et dont une densité est f.
Soit g un point en lequel f est continue. Comme f est continue sur R, sauf peut-étre en un
nombre fini de points, il existe un réel a > 0 tel que f soit continue sur [xg — a, xg + a]. On a
alors, d’apres la relation de Chasles :

Vo € R, Fx(x):/mﬂf(t)dw/w £t dt

—o0 To—x

€T
De plus, comme f est continue sur [z¢ — «, 29 + «], la fonction z — / f(t)dt en est une
To—«Q

primitive sur cet intervalle, donc y est dérivable.
To—«Q
Ainsi, comme / f(t) dt est indépendant de z, Fx est dérivable en zq et : Fi (x0) = f(zo)-

— 00
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4 35. Variables aléatoires a densité

O

Remarques a. En particulier, si X est une variable aléatoire admettant une densité fx continue sur R, alors
la fonction de répartition Fy de X est de classe C* sur R et : fi = fx.

b. Si X est une variable aléatoire a densité, toute densité de X est continue sur R sauf peut-étre
en un nombre fini de point donc, si fx est une densité de X, il existe un ensemble fini F tel
que Fx soit dérivable sur R\ E et :

Vz €R\ E, Fx(z) = fx(x)

A.3. Transformation affine d'une variable aléatoire a densité

Théoreme 35.8

Soit X une variable aléatoire & densité et fx une densité de X. Pour tout couple (a,b) de réels tel que
a#0,Y =aX + b est une variable aléatoire a densité, dont une densité est la fonction fy définie par :

lal a

Vy eR, fy(y) = 1fx<y_b)

Remarque A propos des transformations affines de variables aléatoires & densité, le programme stipule « les
candidats devront savoir calculer la fonction de répartition et [une] densité de aX + b », ce qui
laisse entendre que le résultat précédent n’est pas au programme, mais qu’il faut en maitriser
parfaitement la preuve.

Exercice 354 Démontrer le théoreme BAR.

B. Moments d'une variable aléatoire a densité

B.1. Espérance

Définition 35.9

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. On dit que X admet une espérance si l'intégrale
+oo
/ tfx (t) dt est absolument convergente. Dans ce cas, ’espérance de X, notée E(X), est définie par :
—o0
—+o0
E(X) = / tfx (t) dt
— 00

Lorsque 'espérance de X est nulle, on dit que X est une variable aléatoire centrée.

Exercice 355  On considere la fonction f définie sur R par :

2 izel0,1]
5 Sz ,
Ve e R, f(z) = (1+2)
0 sinon

Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 35.6 = Soit ¢ et a deux réels strictement positifs et X une variable aléatoire admettant pour fonction

de répartition la fonction F' définie sur R par :
C «
1- (*) six>c
Ve e R, F(z) = x
0 sinon

Etudier I'existence, et déterminer la valeur le cas échéant, de ’espérance de X.
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B. Moments d'une variable aléatoire a densité

Proposition 35.10

Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, alors :

i. si X est une variable aléatoire positive, alors : E(X) > 0 (positivité de ’espérance),

it. pour tout couple (a,b) de réels, aX + b admet une espérance et :

E(aX +b) = aE(X) 4 b (linéarité de l’espérance)

B.2. Théoreme de transfert

Théoreme 35.11 » Théoreme de transfert

Soit X une variable aléatoire & densité, de densité fx. On suppose que X (§2) est un intervalle d’extrémités
a et b telles que —oco < a < b < +00.

Si ¢ est une fonction définie sur X () et continue sur X (2) éventuellement privé d’un ensemble fini, alors
b

Y = po X admet une espérance si et seulement si l'intégrale / ©(t) fx(t) dt est absolument convergente
a

et, dans ce cas :
b

E(p(X)) = / (1) Fx (6) dt

a

Remarques a. Attention, le théoreme de transfert ne garantit pas l’existence de ’espérance de ¢ o X. Pour
Putiliser, il s’agira donc toujours de justifier son existence, soit avec la définition (si on connait

b
une densité de ¢ o X, soit en prouvant ’absolue convergence de I'intégrale / o(t) fx(t)dt.
a

b. Dans ce théoréme, il est fondamental de ne pas oublier ’absolue convergence, qui n’équivaut
en général pas a la convergence simple dans ce cas.

¢. On pourra remarquer que ce résultat implique I’équivalence entre I’existence de ’espérance
de X et de celle de | X]|.

B.3. Moments d'une variable aléatoire a densité

Définition 35.12

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx et r € N*. On dit que X admet un moment
d’ordre r si X" admet une espérance (c’est-a-dire, d’aprés le théoréme de transfert, si 'intégrale

fjooco t" fx (t) dt est absolument convergente). Dans ce cas le moment d’ordre r, noté m,.(X) est défini

par :
“+o0
mT(X):IE(Xr)z/ t" fx () de
—00
Remarque Comme fx est une densité de probabilité, elle est positive sur R donc la fonction ¢ — " fx (t)
+o00
est positive sur RT et de signe constant sur R™. Par conséquent, 'intégrale / t" fx () dt est
— 00

absolument convergente si et seulement si elle est convergente.
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6 35. Variables aléatoires a densité

B.4. Variance. Ecart-type

Définition 35.13

Soit X une variable aléatoire a densité, de densité fx. On dit que X admet une variance si X admet
une espérance et si X — E(X) admet un moment d’ordre 2. Dans ce cas, la variance de X, notée V(X),
est définie par :

L 2
V(X) = E((X — E(X))?) = / (t — E(X))? fx(t) dt

— 0o

Si X admet une variance, on appelle écart-type de X le réel o(X) défini par :

Lorsque la variance de X est égale a 1, on dit que X est une variable aléatoire réduite.

Remarques a. De méme que pour 'espérance, on retiendra qu’une variable aléatoire peut ne pas admettre
de variance et qu’il est donc fondamental d’en prouver ’existence avant d’envisager de la
calculer.

b. Se souvenir que, par définition de la variance, quand elle existe, est toujours positive.

¢. Il est rare que la définition soit utile : pour calculer la variance d’une variable aléatoire &
densité, quand elle existe, on utilise le plus souvent la proposition BaT3.

d. L’expression de V(X) sous forme d’intégrale est une conséquence immédiate du théoréme de
transfert.

Proposition 35.14

Soit X une variable aléatoire & densité.
X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2.

Preuve ¢ On suppose que X admet une variance et on note f une densité de X. Dans ce cas, X admet
une espérance et les intégrales

/Jmf(t)dt, /+Ootf(t)dt et /+oo(t—E(X))2f(t)dt

sont convergentes. De plus, on a :

vt € R, £2f(t) = (t — E(X))* f() + 26 E(X) f(¢) — (E(X)) f(2)

400
ce qui nous permet d’affirmer que l'intégrale / 2 f (t) dt est convergente, donc que X admet
— 00

un moment d’ordre 2.
¢ Supposons que X admette un moment d’ordre 2. On a vu dans ’exercice 29.7 qu’alors X
admet une espérance. Ainsi, les intégrales

—+oo —+o0 +oo
/ f(t)de, / tf(t)dt et / t2f(t)dt
sont convergentes. De plus, on a :
VteR, (t—E(X))* f(t) = > f(t) — 2LB(X) f(t) + [E(X)]* (1)
+o0 9
ce qui nous permet d’affirmer que I'intégrale / (t —E(X))” f(t) dt est convergente, donc que

X admet une variance.
(|
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C. Lois usuelles 7

Proposition 35.15 » Formule de Koenig-Huygens

Soit X une variable aléatoire & densité.
Si X admet une variance, alors :

V(X) = E(X?) - [E(X)]*

Preuve D’aprés B51d, comme X admet une variance, E(X?) et E(X) existent. Ainsi, les intégrales
+oo +oo +oo too
/ f(t)dt, / tf(t)dt, / 2f(t)dt et / (t=E(X))? f(t)dt
—00 —00 —00 — 00

sont toutes convergentes et, par linéarité de l'intégration :

+00 +oo
| -E0P soa= [ (10 - 20800 )+ EOP £0)) de

:/+Oot2f(t)dt—2IE(X) /+Ootf(t)dt+[]E(X)]2/+oo F(t) dt

E(X?) - 2E(X)E(X) + [E(X)]* x 1
E(X?) - [E(X))*

Proposition 35.16

Si X est une variable aléatoire & densité admettant une variance, alors, pour tout (a,b) € R?, aX + b
admet une variance et :

V(aX +b) = a®> V(X)

C. Lois usuelles

C.1. Loi uniforme sur un intervalle

Dans cette partie, a et b sont deux réels tels que : a < b.

Proposition 35.17

Soit f la fonction définie sur R par :
1 sixz € la,b
Ve R, f(@)= L) ={ba @5
—a 0 sinon
f est une densité de probabilité.
Preuve f est positive sur R, continue sur |—oo, a[, |a, b] et b, +00[ (donc sur R privé d’un nombre fini

+oo

de points). De plus, f étant continue sur [a,b] et nulle en dehors, 'intégrale / f(t)dt est

/_jf(t)dtz/:f(t)dt:/abbcfa:1

donc f est une densité de probabilité.

— 00

convergente et :
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35. Variables aléatoires a densité

Définition 35.18

On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] (notée U([a,b])) si elle admet pour densité la fonction f
définie par :

1 —— siz€la,b
VR, f(@) = o Loy@) = {ba .0
e 0 sinon
Remarques a. A lalecture d'un énoncé, attention & ne pas confondre loi uniforme & densité (sur un intervalle)

et loi uniforme discréte (sur une partie finie de Z).

b. On rappelle que, si F est une partie de R, 1 g désigne la fonction indicatrice de F, c’est-a-dire
la fonction définie par :

1 sizeFE

Vr € R, ]lE(ZC):{O sia;‘¢E

Proposition 35.19

Si X suit la loi uniforme sur [a, b, alors sa fonction de répartition est définie par :
0 siz<a
r—a
Ve eR, P(X <x)= 2 si z € [a,b]
—a
1 siz>0b
Preuve Comme X suit la loi uniforme sur [a, b], elle admet pour densité la fonction f définie par :
1
—— siz € a,b
Vi eR, flr)=db—a STE0
0 sinon
On a alors : .
Vr ER, P(X < 7) = / F(t) dt
donc :

Vxe]—oo,a[,P(ng):/ 0-dt

— 00

et d’apres la relation de Chasles :

Vr € [a,b], P(X <)

Il
P
8 IS}

o

&

_|_
@\a
S

| &
e

a b dt T
Vi €]b,+oo[, P(X <z) = 0-dt+ ——i—/ 0-dt
—0o0 a b—a b

1

O

Proposition 35.20

Si X suit la loi uniforme sur [a,b], X admet une espérance et une variance et :

a+b (b—a)?

E(X) et V(X)= =

Exercice 35.7  Démontrer la proposition B521.
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C. Lois usuelles 9

Remarque Attention, si a et b sont deux entiers, si X suit la loi uniforme discréte sur [a,b] et si Y suit
la loi uniforme & densité sur [a,b], X et Y admettent la méme espérance mais pas la méme
variance.

Proposition 35.21

Si X est une variable aléatoire alors :

X —=U(0,1]) = a+ (b—a) X = U([a,b])

Remarque Ce résultat est une conséquence immédiate de Bo3.

C.2. Loi exponentielle

Dans cette partie, A est un réel strictement positif.
Proposition 35.22
Soit f la fonction définie sur R par :

Ae ™™ gz >0

Vz € R, f(z) =Xe M lp+(z) = { i
0 sinon

f est une densité de probabilité.

Preuve f est positive sur R, continue sur R* et R¥ (donc sur R privé d’un nombre fini de points).
+oo

“+o0
De plus, f étant nulle sur R* , les intégrales / f(¥)dt et / f(t) dt ont méme nature et
0

— 00
valeur en cas de convergence. Par ailleurs, la restriction de f & R™ est continue et on a :

Vo e R, / F(t)dt = / Ao M dt
0 0

- [,

0
=1—e
d’ou :
x
+oo
ce qui prouve que l'intégrale f(t) dt converge et vaut 1, nous permettant finalement d’af-

0
firmer que f est une densité de probabilité.
O

Définition 35.23

On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A (notée £()N)) si elle admet pour densité la
fonction f définie par :

A -z . >
Vz € R, f(x)—/\e)‘z]lRJr(x)—{ ¢ T

0 sinon
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10 35. Variables aléatoires a densité

Proposition 35.24

Si X suit la loi exponentielle de parametre A, alors sa fonction de répartition est définie par :

0 siz <0

1—e™® siz>0

Remarque Les calculs ont été faits dans la preuve de B522.

Proposition 35.25

Si X suit la loi exponentielle de parametre A, X admet une espérance et une variance et :

]E(X):% o V(X)= 35

Exercice 35.8  Démontrer la proposition BEZ3.

Proposition 35.26

Si X est une variable aléatoire alors :

X<—>8(1)<:>§X<—>5()\)

Remarques a. Ce résultat est une conséquence immédiate de BaS.

b. En cas de doute sur la formule, il suffit de penser a vérifier & ’aide de la valeur de ’espérance.

Théoreme 35.27 » Absence de mémoire

Soit X une variable aléatoire & densité, a valeurs dans R et telle que :
VeeR:, P(X >z)#0
X suit la loi exponentielle si et seulement si sa loi est sans mémoire, c’est-a-dire si et seulement si :

V(z,y) € (RL)?, Pixsa(X >z +y) =P(X >y)

C.3. Loi normale

Dans cette partie, m est un réel et o est un réel strictement positif.

Proposition 35.28

La fonction

est une densité de probabilité.

Remarque En particulier, dans le cas m = 0 et ¢ = 1, on retiendra que :
+oo 1 2
e~z dt=1
oo V27

La preuve de ce résultat fait I’objet d’un grand nombre d’exercices ou de problemes de concours.
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C. Lois usuelles 1"

Définition 35.29

On dit que X suit la loi normale de paramétre m et o2 (notée N'(m,0?)) si elle admet pour densité la

fonction ¢ définie par :
1 (z—m)?
Ve e R, p(z) = e 227
(=) V2mo?

Remarques a. Une variable aléatoire suivant une loi normale est dite gaussienne.

1 _(@=m)? .
Nores e 202 est une « courbe en cloche » qui admet :
2mo

e un axe de symétrie : la droite d’équation x = m,

b. Le graphe de la fonction ¢ : z +—

o deux points d’inflexion : les points d’abscisses respectives x — o et  + 0.

Par exemple, pour m = 2 et 0 = 3, le graphe de cette fonction est le suivant :

~
N

0249 ~

xX=m

Proposition 35.30

Si X est une variable aléatoire :

X = N(0,1) <= 0 X +m < N(m,d?)

Remarques a. Ce résultat est une conséquence immédiate de Ba=S.

b. En cas de doute sur la formule, il faut penser a vérifier a I’aide de la valeur de I’espérance.

Proposition 35.31

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. En notant ® sa fonction de répartition,

on a :
Ve eR, &(—z)=1—@(x)
Preuve Comme X suit la loi N'(0,1), on a :
vz €R, ® L %4
T € R, —x) = e 2 d¢
(=) -
donc, en effectuant le changement de variable affine u = —t :
+o0 1 .2
Ve eR, &(—x)= ez du
(—x) &
=P(X > 1)
=1-9(x)
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12 35. Variables aléatoires a densité

Remarque Ainsi la courbe représentative de ® dans un repeére orthonormé admet pour centre de symétrie

1
le point de coordonnées (0, 2). L’allure de la courbe représentative de ® est la suivante :

1Y
//
-3 25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35
-0.5

Proposition 35.32

Si X suit la loi normale de parameétres m et o2, X admet une espérance et une variance et :
E(X)=m et V(X)=o0?

En particulier, si X suit la loi normale A(0,1), X est centrée et réduite ; dans ce cas, on dit donc que
X suit la loi normale centrée réduite.

Exercice 35.9  Démontrer la proposition B5-32.

C.4. Tableau récapitulatif des lois usuelles

Loi X () (usuel) Densité usuelle Espérance | Variance
_ 1 a+b (b—a)?
Uniforme U([a, b]) [a, b] T L5 () 5 2
. % —\z 1 1
Exponentielle £()\) R z = Ae " g+ (2) X 2
Normale A(0,1) R ENEENPEE. - 0 1
ormale , x e
V2ro?
1 (z—m)?
Normale N (m, o2 R T e 27 m o2
( ) V2mo?

Remarque L’ensemble X () est donné ici & titre indicatif, et il serait en fait préférable de dire que X
prend presque slirement ses valeurs dans I’ensemble proposé : les probabilités P(X = x) étant
toutes nulles, on ne change pas la loi de X en changeant une valeur particuliere X (w).

D. Correction des exercices

Correction de I’exercice 35-1

Comme c et « sont strictement positifs, F est de classe C! sur ]—oo, [ et sur [c, +o0] et on a :

lim F(z) =0= F(c)

r—Cc™

donc F est aussi continue a gauche en ¢, donc elle est continue sur R. De plus, on a :

lim F(z)=0

Tr—r—00

et, comme a« >0 et ¢c>0:
C «@
lim (f) =0
Tx—+00 \ I
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D. Correction des exercices 13

donc :
AT =1
Enfin, on a :
a e\
— (7) siz>c
Ve e R\ {c}, F'(z)= T \Z
0 sinon
donc :

Vz e R\ {c}, F'(z) >0
Comme F' est continue sur R, on en déduit que F est croissante sur R, ce qui nous permet maintenant de
conclure que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité X.
Correction de I’exercice 35-2

On a déja vu dans 'exercice 29.1 que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité. Toute
fonction positive coincidant avec F’ en tout point de R\ {c} est une densité de X, donc X admet pour densité
la fonction f définie par :

a ey

— (7) six>c

VreR, flz)=4{ % \&

0 sinon

Correction de I’exercice 35-3

f est continue sur R* | [0,1] et |1, +o00[ (donc sur R sauf peut-étre en 0 et 1), positive sur R. De plus, comme f
+oo
est continue sur [0, 1] et nulle en dehors, l'intégrale / f(z)dx converge et on a :

— 00

/_-:Of(a?)dx:/olﬁdm

9 1!
1+ 0

1

3

ce qui nous permet de conclure que f est une densité de probabilité.

Correction de I’exercice 35-4

Soit (a,b) € R? tel que : a # 0. Comme X est une variable aléatoire sur (£2,.4), c’est une application de {2 dans
R, donc Y aussi.
De plus, on a :

VyeR, [Y <y]=

Comme X est une variable aléatoire sur (2,.4), on en déduit que :
VyeR, [Y <yl eA

donc Y est une variable aléatoire sur (2, .4) et on a :

—b
Fx<y> sia>0
a

Yy eR, P(Y <y) = )
1—FX(y) sia<0
a
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14 35. Variables aléatoires a densité

Finalement, comme Fx est continue sur R et de classe C! sur R privé d’une partie finie, on en déduit que Fy
est continue sur R et de classe C! sur R privé d’une partie finie donc que Y est une variable aléatoire a densité,
dont une densité peut étre obtenue par dérivation de Fy en tout point y de dérivabilité et en prenant une valeur
arbitraire positive en tout autre point, donc en particulier on peut choisir la fonction fy définie par :

1 _
fx(y b) sia>0
a a
weRk frw=y =,
—— fx (y> sia<0
a a

Correction de I’exercice 35-5

Comme X prend ses valeurs dans [0, 1] presque siirement et comme [0, 1] est un intervalle borné, X admet une
espérance et une variance. De plus, on a :

et donc :

Correction de I’exercice 35-6

On a vu dans 'exercice 29.2 que X admet pour densité la fonction f définie par :

a /c\e
—(7) sixz>c
Ve eR, f(z)=<K T T
0 sinon

+oo
Comme f est nulle sur |—oo, ¢[, X admet une espérance si et seulement si / zf(x) dx converge. De plus, la
(&

fonction © — z f(x) est continue et positive sur [c, +oo[ et on a :

Ve > ¢, xf(z) = @

xO(

—+oo
Comme l'intégrale de Riemann / — converge si et seulement si a > 1 et comme ac® # 0, on en déduit
1 X
+oo

que l'intégrale xf(x)dx converge si et seulement si a > 1, donc X admet une espérance si et seulement
c

sia> 1.
On suppose désormais que : a > 1. On a alors :

E(X)

Il
—
+
3
2R
Q‘QQ
o,
5

—al,
- ygrfoo oza—cl [1 B yo‘l—l]
et finalement (comme o —1 > 0) :
ac
E(X) = a—1
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D. Correction des exercices 15

Correction de I’exercice 35-7

Comme X suit la loi uniforme sur [a, b], elle admet pour densité la fonction f définie par :

2 sit € la,b]
VieR, f(t)=4" “

0 sinon

“+o0
Par conséquent, la fonction ¢ — ¢f(t) est continue sur [a, b] et nulle en dehors, donc l'intégrale / tf(t)dt est

(/j:otf@)dt::]Cbtf@)dt

Euj:/:ﬂﬂ&

B [2(52— J

convergente et :

donc X admet une espérance et :

b2_a2
T 2(b-a)
_a+b
2

De méme, E(X?) existe et on a :

E(X?) = /thf(t) dt

2 10
:[3<b—a>]a
b —ad

T 30b-a)
_ a? + ab + b2
n 3

On en déduit que X admet une variance et que :

V(X) = E(X?) - [E(X)]?
a* +ab+ b  (a+b)?

3 4
B a?® — 2ab+b?

12
(b a)?
12

Correction de I’exercice 35-8

Comme X suit la loi exponentielle de parameétre A, elle admet pour densité la fonction f définie par :
de ™M it >0
Vvt eR, f(t) =

0 sinon

Par conséquent, la fonction ¢ +— ¢ f(t) est continue sur R™ et nulle en dehors, donc X admet une espérance si et

+oo
seulement si I'intégrale / tf(t) dt est convergente. De plus, on a :
0

WGMﬁ/ﬁwaz/Aw”a
0 0
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16 35. Variables aléatoires a densité

et donc, par intégration par parties, les fonctions t — t et t —> —e ™ étant de classe C' sur Rt :
x z xr
vz € RT, / tf(t)dt = [—e ] +/ e Mdt
0 0

= [—tef’\t]m—k —eiAt )
0 X,

>
> =

et donc, comme A > 0 :

Tr——+00

@ 1
lim tf(t)ydt =<
0 A

+oo
1
ce qui prouve que l'intégrale / tf(t) dt est convergente et vaut 3 Finalement, X admet donc une espérance
0

et :
+oo
E(X):/O tf(t)dt:%

+oo
De méme, E(X?) existe si et seulement si I'intégrale / t2f(t) dt converge et on a :
0

Vo € R, / th(t)dt:/ M2 e A dt
0

0

et donc, par intégration par parties, les fonctions t — t2 et ¢t — —e~* étant de classe C* sur RT :
xr z xr
Vz € RT, / L) dt = [P ], +2/ te™ M dt
0 0
2 xr
=—x?e " 4 f/ tf(t)dt
AJo

et donc, comme A > 0 :
X 2
. 2 _
Jm P = 5

400 1
ce qui prouve que 'intégrale / 2 f (t) dt est convergente et vaut Nz Finalement, X admet donc un moment
0

d’ordre 2 et :
2 e 2 d 1
E(X“) = tf(t)dt = —
)= [ e a= 5
Finalement, X admet donc une variance et :
1
2
V(X) =E(X?) - [E(X)]" = 35

Correction de I’exercice 35-9

Compte tenu de la proposition B30 et des propriétés de I'espérance et de la variance, il suffit de démontrer le
résultat dans le cas m =0 et ¢ = 1. Dans ce cas, X admet pour densité la fonction ¢ définie sur R par :

1 t2
YVt € R, (p(t) = E€_7

La fonction ¢ — tp(t) est alors une fonction continue et impaire sur R donc X admet une espérance si et

“+o0
seulement si 'intégrale / to(t) dt est convergente et que, dans ce cas, 'espérance est nulle. Or on a, par
0
croissances comparées :
. _t2
lim t3%e™ =7 =0
t——+oo

d’ou :
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D. Correction des exercices 17

—+oo
Comme 'intégrale de Riemann / 2 est convergente, on en déduit, par comparaison d’intégrales de fonctions
1

“+o0
positives, que l'intégrale / to(t) dt converge. On en déduit finalement que X admet une espérance et que :
0

E(X)=0
Par ailleurs, la fonction ¢ +— t2¢(t) est continue et paire sur R, donc X admet un moment d’ordre 2 si et

+oo
seulement si 'intégrale / t2<p(t) dt est convergente et que, dans ce cas :
0

E(X?) = 2/O+Oot2¢(t) dt

De plus, on a :

2

xr 1 xr
vz € RY, / thp(t)dt:——/ tx (—e~2)dt
0 V27 Jo

2
donc, par intégration par parties, les fonctions ¢ — ¢ et ¢t — e~ T étant de classe C! sur RT :

+2

v 1 z 1 v t2
Vo € RT, / ot)dt = —— [te*?] +7/ e~ 7)dt
; o(t) P o 7 ), )

= —\/% [te*g}o +/Ow o(t)dt

+oo 1
et donc, comme l'intégrale / (t) dt converge, et vaut A (car ¢ est une densité de probabilité paire) :
0

xT

1
. 2 _
Jm ) felt)dt=3
+oo 1
Finalement, on en déduit que l'intégrale / t?(t) dt converge et vaut g7 ce qui nous permet d’affirmer que
0

E(X?) existe et :
E(X?%) =1

et alors :
V(X) =E(X?) - [EX)]” =1
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