Fonctions réelles définies sur R?

ECG Maths Appliquées
Semestre 4

A. Généralités

Définition 24.1

On appelle fonction affine définie sur R? et & valeurs dans R toute fonction f de R? dans R de la forme
fi(z,y)—ax+by+ec

ou a,b et ¢ sont des constantes réelles.

Exemple 24.1 Les fonctions (z,y) — z, (x,y) — y et (z,y) — x + 2y — 1 sont des fonctions affines définies sur
R2.

Définition 24.2

On appelle fonction polyndéme définie sur R? et & valeurs dans R toute fonction f de R? dans R
combinaison linéaire finie de fonctions de la forme

(z,y) — 2’y

ou 7 et j sont des entiers naturels quelconques.

Exemples 24.2 a. Les fonctions affines définies sur R? sont des fonctions polyndmes.

b. Les fonctions (z,y) — 23y + 22y +y* et (x,y) = —2% + 22+ y sont des fonctions polynomes
définies sur R2.

FIGURE 24.1 — Représentation graphique de la fonction affine (z,y) — = — 2y + 3
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FIGURE 24.3 — Représentation graphique de la fonction polynéme (z,y) — x* — 322y + y*

Définition 24.3

Soit f : R? — R une fonction définie sur R™. On appelle graphe de f ’ensemble

G(f) = {(fr,y,f(x,y)), (z,y) € RQ}

Définition 24.4

Soit f : R? — R une fonction définie sur R2. Pour tout réel k, 'ensemble

{(z,y) eR* / flx,y) =k}

est appelé ligne de niveau k de f.

Remarque Pour tout réel k, la ligne de niveau k£ de f est l'intersection du graphe de f et de I’hyperplan
affine de R3 d’équation z = k.

Exemple 243  Par exemple, si f : (z,y) — 2% + %2, alors :

e si k <0, laligne de niveau k de f est vide,
o si k=0, la ligne de niveau 0 de f est le singleton {(0,0)},

e si k>0, la ligne de niveau k de f est le cercle d’équation x? + y? = k, c’est-a-dire le cercle
de centre (0,0) et de rayon v/k.
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B. Continuité d'une fonction de R2 dans R 3
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FIGURE 24.4 — Deux représentations graphiques de lignes de niveau de la fonetion (x,y) — 22 + y?

B. Continuité d'une fonction de R? dans R

Définition 24.5

On appelle distance euclidienne sur R? 'application d définie sur (R?)? et a valeurs dans R définie par :

¥(2,9), (2,y) € R, d((w,y), (o', 9) = /(@ — )2 + (y — /)2

Remarques a. Pour tout réel 7 > 0 et pour tout (z,y0) € R?, lensemble {(z,y) € R?,d((x,y), (x0,%0)) = r}
est le cercle de centre (zg,yo) et de rayon r.

b. Pour tout réel 7 > 0 et pour tout (zg,y0) € R?, 'ensemble {(z,y) € R?,d((x,y), (0,y0)) < 7}
est le disque de centre (zg,yo) et de rayon r.

Définition 24.6

Soit f une fonction définie sur R?, & valeurs dans R.

i.  Soit (z0,y0) € R2. On dit que f est continue en (x¢,yo) si :
Ve € Rj—a dae Rj— / V(I7y) € RQ? d((ll?,y), (Io,yo)) <o <= |f(1”y) - f(x()ayo)‘ <eg

4. On dit que f est continue sur R? si f est continue en tout point de R2.

Proposition 24.7

Les fonctions polyndmes définies sur R? sont continues sur R2.

Proposition 24.8

Soit f et g deux fonctions continues sur R2.

i f4+g:x— f(x)+g(x)et fg: 2 f(x)g(x) sont continues sur R?.
ii. Si g ne s’annule pas sur R?, alors i T X 1(@)

est continue sur R2.
g g(z)

Proposition 24.9

Si f est une fonction continue sur RZ?, prenant ses valeurs dans un intervalle I de R et si g est une
fonction continue sur I et & valeurs dans R, alors g o f est continue sur R2.

Exemple 244  La fonction f : (z,y) — (2% + y) In(2? +1) + 2%y> est continue sur R? comme produit et somme
de fonctions qui le sont.
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4 24. Fonctions réelles définies sur R2

En effet, les fonctions (z,y) — 22 + y et (z,y) — x?y® sont continues sur R? en tant que
fonctions polynomes et la fonction (z,y) — In(z? + 1) est continue sur R? comme composée de
la fonction (z,y) +— 2% + 1, continue sur R? (en tant que fonction polynéme) et & valeurs dans
R?* , par la fonction In, continue sur R? .

Remarque Attention & la précision dans les justifications, notamment lorsqu’il y a une composition, car
les fonctions ne sont pas toutes définies sur le méme ensemble (et n’ont d’ailleurs pas toutes le
méme nombre de variables).

Exercice 241 1. Justifier que la fonction ||-|| : (z,y) — /22 + y? est continue sur RZ.
e’ +y+uay

est continue sur R2.
1'2 + y2 + 1

2. Justifier que la fonction f: (z,y) —

C. Calcul differentiel : ordre 1

C.1. Dérivées partielles, gradient

Définition 24.10

Soit f : R? — R une fonction définie sur R? et (z9,yo) un élément de R2.
i.  La fonction fiz 4.1 @ @+ f(z,90) est appelée premiere fonction partielle de f en (w0, yo)-

i. La fonction fi,, v0).2 : ¥ = f(%0,y) est appelée deuxiéme fonction partielle de f en (zo, o).

Exemples245 a. Si f: (z,y) — 2% + 2y + y3, les fonctions partielles de f en (1,2) sont les fonctions
fa1:x— f(x,2) = 2?42z +8 et faze2 iy f(ly) = 1+y+y°
b. Sig: (z,y) — ze¥ + zy, les fonctions partielles de f en (a,b) € R? sont les fonctions

Gap)1 i T gx,b) = ze’ + bz et Gap)2 2 Y — gla,y) = ae? 4 ay
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FIGURE 24.5 — Représentation graphique de

(@,y) — A 322y + y* et du FIGURE 24.6 — Représentation graphique de

plan d’équation y = 0 @ f(z,0)
Remarque Le graphe de la premiére (respectivement de la deuxiéme) fonction partielle d’une fonction
f : R? — R est I'intersection du graphe de f avec le plan d’équation y = b (respectivement

x =a).
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C. Calcul différentiel : ordre 1 5

Définition 24.11

Soit f : R? — R une fonction définie sur R? et (29, o) un élément de R2.

i On dit que f admet une premicére dérivée partielle en (xg,yo) si la premiére fonction partielle
f@o.o),1 + T = f(x,y0) est dérivable en g et on note dans ce cas :

(91f($07y0) =5 f(lzo,yo),l(xo) = lim f($7y0) i f(lL'O,?/O)

T—x0 Tr — X

it. On dit que f admet une deuxiéme dérivée partielle en (zg,yo) si la premiére fonction partielle
f@owo),2 2 ¥+ f(z0,y) est dérivable en yo et on note dans ce cas :

— i @0,) = f(zo,90)
Y—Yo Y —Yo

21 (20, 90) = f(g.40),2(¥0)

Pour tout i € {1,2}, on dit que f admet une i*™¢ dérivée partielle d’ordre 1, notée 0;f, sur R? si f
admet une ;™€ dérivée partielle d’ordre 1 en tout point de R2.

Remarque On peut par exemple remarquer que si f est une fonction de R? dans R et si 9 f(a,b) existe,
alors 01 f(a,b) est le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse a & la courbe
représentative de la premiére fonction partielle = — f(z,b).

104 — xefix,0)=x*
tangente en —1/2
0.8 N P .
La premiére dérivée partielle de
07 [ y) = at =327y + 4!
> 044 en (—%, 0) est le coefficient di-
recteur de la tangente a la
0.2 4 courbe de z — f(z,0) au point
d’abscisse —%
0.0
_02 -

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Exemple 246  On considere la fonction f : (z,y) — 322 + 22y + 22y3, définie sur R2.

Pour tout y € R, la fonction g :  — 322 + 2zy + 22y> est dérivable sur R, donc f admet une
premiére dérivée partielle d’ordre 1 en tout point de R? et on a :

V(z,y) € R?, 01f(z,y) = ¢'(x) = 6z + 2y + 2xy°

Pour tout = € R, la fonction h : y + 322 4 22y + 2%y> est dérivable sur R, donc f admet une
deuxieme dérivée partielle d’ordre 1 en tout point de R? et on a :

V(.T,y) € RQa 82f($79) = h/(Jf) =2 + 3.1322/2

Exercice24.2 1. Etudier Iexistence des dérivées partielles de f : (x,y) — 22 + zy + y* en tout point de R2.

2. Etudier 'existence des dérivées partielles de g : (z,y) — 22y + e +¥ en tout point de R2.
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6 24. Fonctions réelles définies sur R2

Définition 24.12

Soit f une fonction définie sur R? et (x,y) un élément de R2. Si 9, f(x,y) et daf(z,y) existent alors le

vecteur de My 1(R)
(O f(z,y)
Vi(z,y) = (a;f(a:,y))

est appelé gradient de f en (z,y).

Exercice 243 1. Déterminer le gradient de f : (z,y) — 2% + 2y + y> en (0,0) et en (1,2).

2. Déterminer le gradient de g : (z,y) — 2zy + e’ +Y en (1,-1).

Définition 24.13

Soit f : R? — R une fonction définie sur R?. On dit que f est de classe C' sur R? si les fonctions 0; f et
O, f sont définies et continues sur R2.

Proposition 24.14

Les fonctions polynoémes définies sur R? sont de classe C! sur R?.

Proposition 24.15

Soit f et g deux fonctions de classe C' sur R2.
i fH+g:x— f(x)+g(z)et fg: x> f(x)g(z) sont de classe C! sur R2.
/ f(z)

. Si g ne s’annule pas sur R2, alors = : z —
g 9(x)

est de classe C! sur R?.

Proposition 24.16

Si f est une fonction de classe C! sur R?, prenant ses valeurs dans un intervalle I de R et si g est une
fonction de classe C' sur I et & valeurs dans R, alors g o f est de classe C! sur R?.

Exemple24.7  La fonction f : (z,y) — (:L‘2 + y) In(2% + 1) + 2%y est de classe C! sur R? comme produit de
fonctions qui le sont.
En effet, les fonctions (z,y) — 2% + y et (x,y) — 22y> sont de classe C! sur R? en tant que
fonctions polynémes et la fonction (z,7y) — In(2? + 1) est de classe C! sur R? comme composée
de la fonction (z,y) + 22 + 1, de classe C' sur R? (en tant que fonction polynome) et a valeurs
dans R , par la fonction In, de classe C! sur R%.

De plus on a :

2z (Jc2 + y)

2 2
V(z,y) € R®, O1f(z,y) =2xIn(z* +1) + 1

+ 2z9°

V(z,y) € R?, Oaf (2,y) = In(a® + 1) + 22°y°

2 +1

———— est de classe C! sur R2.
at+y? +1

Exercice 244  Justifier que la fonction f : (z,y) —
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D. Calcul différentiel : ordre 2

~

D. Calcul différentiel : ordre 2

D.1. Dérivées partielles d'ordre 2

Définition 24.17

Soit f une fonction définie sur R? et (z,y) un élément de R2. Pour tout (i, ;) € {1,2}2, si f admet une
j&me dérivée partielle sur R? et si 9, f admet une i dérivée partielle en (z,y), alors on note :

azg,jf(x7y) : al(ajf)($ﬂy)

Les fonctions 83, ; /5 lorsquelles existent, sont appelée dérivées partielles d’ordre 2 de f.

Définition 24.18

Soit f une fonction définie sur R2. On dit que f est de classe C2 sur R? si, pour tout (i, ) € [1,n], la
fonction 82 ; est définie et continue sur R2.

Proposition 24.19

Les fonctions polynémes définies sur R? sont de classe C? sur R?.

Proposition 24.20

Soit f et g deux fonctions de classe C? sur R2.
i fH+g:x— f(x)+g(z)et fg: x> f(x)g(x) sont de classe C? sur R2.
f f(x)

7. Si g ne s’annule pas sur R™, alors = : z — @) est de classe C2 sur R2.
g gz

Proposition 24.21

Si f est une fonction de classe C? sur R?, prenant ses valeurs dans un intervalle I de R et si g est une
fonction de classe C? sur I et & valeurs dans R, alors g o f est de classe C? sur R2.

Exercice 245  Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de la fonction

I (zy) = In(1+ 2% +9°%) + 2% — 4a%y

Théoreme 24.22 » Théoreme de Schwarz

Si f est une fonction de classe C% sur R?, alors :

V(i) € [1,n])°, 82,f = 02,f

Exercice 246  Dans chacun des cas suivants, justifier que f est de classe C? sur R? et calculer ses dérivées
partielles d’ordre 1 et 2.

1. f:(x,y)— 2z +y)e® 3
2. fi(z,y)—yna?+y%+2)
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8 24. Fonctions réelles définies sur R2

D.2. Matrice hessienne

Définition 24.23

Soit f une fonction définie sur R? et (z,y) un élément de R2. Si, pour tout (i,j) € {1,2}2, aﬁjf(x,y)
existe, alors la matrice de M2 (R)

2400 ) = [O11f (@) af,zf(wvy)>
Vii@y) = <a§,1f<x,y> 02,1 (z )

est appelé matrice hessienne de f en (z,y).

Exemple 248  La fonction f : (z,y) — 22%y + 32y — y* est une fonction polynéme, donc elle est de classe C?
sur R? et on a :

V(z,y) € R?, 01 f(z,y) =4ay+3y et Oof(wy) = 22° + 3z — 4y°

071 f(z,y) =4y
V(z,y) €R?, S 07, f(x,y)= 4o +3
03 o f (x,y) =—12y

On en déduit que la matrice hessienne de f en (0,1) est :

Viro,1) = <§ —312)

Théoreme 24.24

Si f est une fonction de classe C? sur R?, alors sa matrice hessienne de f est symétrique réelle en tout
point de R2.

E. Correction des exercices

Correction de I’exercice 24-1

1. La fonction (z,y) + 22 + y? est une fonction polyndéme définie sur R?, donc elle est continue sur R2. De plus
elle prend ses valeurs dans R et la fonction ¢ — v/f est continue sur RT, ce qui prouve que la fonction |||
est continue sur R2.

2. Les fonctions (x,y) — y+ay et (z,y, 2) — 2% +y?+1 sont des fonctions polyndémes définies sur R? donc elles
sont continues sur R2. La fonction (z,y) — z est une fonction affine définie sur R?, donc elle est continue
sur R2. De plus, elle prend ses valeurs dans R et la fonction ¢ — e’ est continue sur R, donc la fonction
(x,y) — €% est continue sur R2.

On en déduit que la fonction (z,y) — e +y + zy est continue sur R? comme somme de fonctions qui le sont,

puis que f est continue sur R? comme quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de fonctions continues
2
sur R-.

Correction de I'exercice 24-2

1. Pour tout y € R, la fonction z — f(z,y) est dérivable sur R, donc f admet une premiére dérivée partielle
d’ordre 1 en tout point de R? et on a :

Y(z,y) € R?, 01 f(z,y) =22 +y

De méme, pour tout = € R, la fonction y — f(x,y) est dérivable sur R, donc f admet une deuxiéme dérivée
partielle d’ordre 1 en tout point de R? et on a :

W(z,y) € R2, 0y f(z,y) = o + 3y
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E. Correction des exercices 9

2. Pour tout y € R, la fonction x — g(x,y) est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont, donc ¢
admet une premiere dérivée partielle d’ordre 1 en tout point de R3 et on a :

V(z,y) € R?, 91(g)(x,y) = 2y + 2xe® *V

De méme, pour tout & € R, la fonction y — g(x,y) est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le
sont, donc g admet une deuxiéme dérivée partielle d’ordre 1 en tout point de R? et on a :

V(z,y) € R2, Aa2(g)(x,y) = 22 + oty

Correction de I'exercice 24-3

1. On a vu dans I'exercice précédent que f admet des dérivées partielles d’ordre 1 en tout point de R? et en
reprenant les calculs déja effectués, on a :

O1£(0,0) = 8,f(0,0) =0, 81 f(1,2) =4 et af(1,2) =13

donc :
0

V£(0,0) = (O> et Vf(1,2) = (145;)

2. De méme, en reprenant les calculs effectués dans I'exemple précédent, on obtient :

619(1,—1)20 et 829(1,—1)23

vo(1.-1) = (§)

donc :

Correction de I'exercice 24-4

2
T 1
La fonction (x,%) — z* + y? + 1 ne s’annule pas sur R? donc la fonction (z,y, z) — TJ;H est de classe
€ Y
C! sur R? en tant que fonction rationnelle bien définie sur R2.
Enfin, cette fonction prend ses valeurs dans R% et la fonction ¢ V't est de classe C' sur R*, donc f est de

classe C! sur R2.

Correction de I'exercice 24-5

» La fonction (z,y) — 1+ 22 +y? est de classe C? sur R? en tant que fonction polynéme. De plus elle prend
ses valeurs dans R” et la fonction In est de classe C* sur RY, donc la fonction (z,y) — In(z? + y? + 1) est
de classe C? sur R2.

En outre la fonction (z,y) — 22 —42%y est de classe C2 sur R? en tant que fonction polynéme. Il en
découle que f est de classe C? sur R? comme somme de fonctions qui le sont.
De plus on a :

2z 2y
2 _ 2 _ 2
V(z,y) €R®, 01 f(2,y) = 1525 4° + 62" —8zy et Oaf(w,y) = P21 — 4z
On en déduit dans un premier temps :
2 (1422 +y?) — (22)?
2 42 _
V(l’,y) €R ’ 61,1f(x7y) - (1 +$2 +y2)2 + 12z — 8y
2(1-a%+y?)

=~ £ 4+ 12z -8
Ara2vyp 0%

On obtient dans un deuxiéme temps, en dérivant d; f(x,y) par rapport a x :

dzy
V(z,y) €R?, 07 f(z,y) = TUx2igpp
et de méme, en dérivant 0y f(x,y) par rapport a y :
4dzy
V(Z‘,y) ERQa 8%,1f(xay) = - — 8z

(1+224y2)2
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10 24. Fonctions réelles définies sur R2

Enfin on a :

2(1+2%+y°) - (2y)°
(1 +$2 +y2)2

2 (1 + 22— y2)

(1422 +y2)?

V(Z’,y) € RQ} ag,2f(xay) -

Correction de I'exercice 24-6

1. » La fonction (z,y) — x — 3y est une fonction affine de classe C? sur R? et & valeurs dans R; la fonction
t s et est de classe C? sur R, donc la fonction (z,y) — €*~3¥ est de classe C! sur R%. De plus la fonction
(2,9) = 2z +y est une fonction affine de classe C? sur R?, donc f est de classe C? sur R? comme produit
de fonctions qui le sont.

» De plus, on a :
Y(z,y) € R 01 f(z,y) =2e" 3 + 2z +y)e® 3 = 2z +y +2) ™Y

et :
V(z,y) € R?, Qaf(z,y) = "% =32z +y)e* " = (1 — 6z — 3y) "~

» On en déduit, apres simplifications :

812)1f(x, y) =2z +y+4)e®=%
V(z,y) € R27 81272f(x,y) = 6%71f($, y) = — (62 + 3y +5) S
93 of (z,y) = (182 + 9y — 6) "~

2. » La fonction (x,7) + y est une fonction affine de classe C? sur R2.

De plus la fonction (x,y) = 22 +y? + 2 est une fonction polynoéme de classe C? sur R? et prend ses valeurs
dans R*_; la fonction In est de classe C? sur R, donc la fonction (z,y) — In(z? + y* + 2) est de classe C?
sur R?. II en découle que f est de classe C? sur R? comme produit de fonctions qui le sont.

» De plus, on a :

2xy 292
2 _ _ 2., ,2
V(z,y) € R, 31(f)($,y)—m et Ox(f)(z,y) =In(z" +y +2)+m
» On en déduit : ( ) ) )
20 (y* —x° + 2
Rl y) =55 59

(22 +y% +2)?
2z (22 — y* + 2)
2 2 2
V(z,y) € RY, 37, f(x,y) = 05, f(x,y) = P22
2y (322 4 y* + 6)
(22 +y%+2)°

8%,2f(x7 y) =
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