Equations différentielles
a coefficients constants

ECG Maths Appliquées
Semestre 2

A. Géneéralités

Définition 19.1

On appelle équation différentielle toute équation dont I’inconnue est une fonction et faisant intervenir sa
dérivée (ou ses dérivées successives).

Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I de R, c’est chercher les fonctions définies sur [
solutions de ’équation.

Exemples 19.1 a.

Remarques a.

L’équation ¢’ —y = 0 est une équation différenticlle homogene et la fonction f : ¢+ et est
une solution de cette équation différentielle sur R puisque f est dérivable sur R et que :

VtER, f/(t)— f(t)=e' —e' =0
L’équation y” 42y’ +y = 0 est une équation différentielle homogene et la fonction g : ¢ — e™*
est une solution de cette équation différentielle sur R ; en effet g est deux fois dérivable sur

R et ona:
VEER, ¢"(t)+2¢'(t) +gt)=e " =2 +e =0

L’équation 3’ +y = e~ est une équation différentielle dont le second membre est la fonction
t — e~t. La fonction h : t + te~! est une solution de cette équation différentielle sur R; h
est en effet dérivable sur R et on a :

VEeR, W'(t)+h(t)=(e" —te™") +te ' =e"

La variable dont dépend la fonction peut ne pas apparaitre dans 1’équation (comme dans le
premier exemple précédent, y' — y = 0) ou apparaitre de maniére implicite (comme dans le
cas de la derni¢re équation, y' +y = e~!, qui pourrait aussi étre notée y'(t) + y(t) = e ?).
On n’oubliera pas cependant que 'inconnue de I’équation différentielle est bien la fonction
(ici y) et non la variable t.

. Par convention, quand on envisage une équation différentielle, on écrit toujours dans le

membre de gauche les termes faisant intervenir la fonction inconnue y et dans le membre de
droite, appelé second membre, les termes de dépendant pas de y.

Quand le second membre est égal a 0, on dit que I’équation différentielle est homogéne.
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B. Equations du premier ordre a coefficients constants

Dans tout ce paragraphe, on considere un réel a, un intervalle I de R et une fonction b définie sur 1.

Définition 19.2

On appelle équation différentielle d’ordre un a coefficients constants toute équation différentielle de la
forme y' 4+ ay = b(t) ou :

e l’inconnue est la fonction y, dérivable sur I,

e a est une constante réelle,

e b est une fonction définie sur I.

L’équation différentielle vy’ + ay = 0 est appelée équation homogene associée a ’équation différentielle
Yy + ay = b(t).

Proposition 19.3

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogeéne y’ + ay = 0 est stable par combinaison
linéaire ; autrement dit, si y; et yo sont deux solutions de cette équation différentielle sur I alors, pour
tous réels a et B, ays + By- est encore solution de I’équation différentielle homogene sur I.

Exercice 19.1  Démontrer la proposition 3.

Théoreme 19.4

L’ensemble des solutions de 1’équation y’ + ay = 0 sur I est :

)\E]R}

{.I%R
|t et

Exercice19.2 1. Soit y une solution de I’équation y’ + ay = 0 sur I.
(a) Etudier la fonction ¢ ~ y(t) e®.
(b) En déduire l'existence d'un réel X tel que : Vt € I, y(t) = Ae .
2. En déduire le théoreme IIA.

Exercice 19.3  Montrer qu'il existe une unique fonction y, que I'on précisera, vérifiant : y' — 4y = 0 et y(0) = 1.

Théoréme 19.5

Soit yo une solution de 1'équation y’ + ay = b(t). L’ensemble des solutions de ’équation 3’ + ay = b(t)
est 'ensemble des fonctions yg + 3 ol y est solution de I’équation différentielle homogene ' + ay = 0;
autrement dit, ensemble des solutions de I’équation 3’ + ay = b(t) est :

I—+R
{ ot yo(t) + Aem et )\GR}
Remarque En pratique, pour résoudre 1’équation différentielle y'+ay = b(t), on procédera en général ainsi :

e on commence par résoudre I’équation différentielle ¥’ + ay = 0 & l'aide du théoréme U4,

o on cherche une solution particuliére yo & ’équation différentielle ' + ay = b(t) (si cette
solution particuliére n’est pas « évidente », la recherche sera le plus souvent guidée),

e on conclut avec le théoreme CIA.
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C. Equations du second ordre 3

Exercice 194  Démontrer le théoréme IIH.

Exercice 195  On cherche & résoudre 1’équation différentielle 3y’ — 2y = 2t + 1 sur R.

1. Déterminer deux réels « et 3 tels que la fonction ¢t — at 4+ S soit une solution particuliere
de I’équation différentielle ¢y’ — 2y = 2t + 1 sur R.

2.  En déduire I’ensemble des solution de I’équation différentielle ¢y’ — 2y = 2t + 1 sur R.

Proposition 19.6

Si a est un réel non nul et si b est une fonction constante, ’ensemble des solutions de ’équation différen-

tielle ¥/ + ay = b est :
I—+R
{y't+—>z+)\e“t’)\€R}

Proposition 19.7 » Principe de superposition

Soit by et by deux fonctions définies sur I, o et as deux réels.
Si y; est solution de I’équation différentielle ' +ay = by (t) et si y2 est solution de I’équation différentielle
y' + ay = ba(t) alors a1y1 + asys est solution de I’équation différentielle ¢y’ + ay = by (t) + aba(t).

Exercice 19.6  Démontrer la proposition U4

Exercice 19.7 1. Résoudre ’équation différentielle y' 4+ y = 1.
2. (a) Vérifier que la fonction ¢ — 1 e’ est solution de I'équation différentielle y’ + y = e’.
(b) En déduire I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle 3’ + y = e.

3. Résoudre I'équation différentielle y' +y = et + 2.

C. Equations du second ordre

Dans tout ce paragraphe, on considere deux réels a et b, un intervalle I de R et une fonction ¢ définie sur I.

Définition 19.8

On appelle équation différentielle d’ordre deux a coefficients constants toute équation différentielle de la
forme y” + ay’ + by = ¢(t) ou :

e l’inconnue est la fonction y, deux fois dérivable sur I,

e a et b sont deux constantes réelles,

e ¢ est une fonction définie sur I.

L’équation différentielle y” +ay’+by = 0 est appelée équation homogéne associée a I’équation différentielle
Yy +ay’ + by = c(t).

L’équation 72 4+ ar + b = 0, d’inconnue r dans R, est appelée équation caractéristique de 1’équation
différentielle y” + ay’ + by = c(¢).

Proposition 19.9

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogene 3" +ay’ +by = 0 est stable par combinaison
linéaire ; autrement dit, si y; et y» sont deux solutions de cette équation différentielle alors, pour tous
réels a et B8, ay; + By2 est encore solution de 1’équation différentielle homogene.
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4 19. Equations différentielles a coefficients constants

Théoreme 19.10

Considérons 'équation caractéristique 72 + ar + b = 0 associée a I'équation différentielle homogeéne
v +ay + by =0.

o Sil'équation 72 +ar+b = 0 admet deux solutions réelles 71 et r9 (i.e. si a®—4b > 0) alors 'ensemble
des solutions de 1’équation différentielle homogene y” + ay’ + by = 0 est :

I—R
{ : t.—>)\er1t+uer2t » ()\,u) ERQ}

o Siléquation 72 +ar +b = 0 admet une unique solution réelle r (i.e. si a? —4b = 0) alors I’ensemble
des solutions de 1’équation différentielle homogene y” + ay’ + by = 0 est :

|1 I=R 2}
{ytr—>(/\t+u)e” 9 (A7M)€R

Exercice 198 1. Résoudre I’équation différentielle y” + 2y’ + y = 0 sur R.
2. Résoudre I'équation différentielle " + 3y’ + 2y = 0 sur R.

Théoreme 19.11

Soit yo une solution de I’équation y” + ay’ + by = c(t).
L’ensemble des solutions de 1’équation y” + ay’ 4+ by = c(¢) est I’ensemble des fonctions yo + y ou y est
solution de ’équation différentielle homogene y” + ay’ + by = 0.

Remarque En pratique, pour résoudre ’équation différentielle 4" 4+ ay’ 4+ by = ¢(t), on procédera en général
ainsi :
e on commence par résoudre I’équation différentielle 3" 4+ ay’ + by = 0 a I'aide du théoréme
o,
e on cherche une solution particuliére yo & 1’équation différentielle y”’ + ay’ + by = c(¢) (si
cette solution particuliére n’est pas « évidente », la recherche sera le plus souvent guidée),
e on conclut avec le théoreme I

—_

Exercice 19.9 Résoudre I’équation différentielle ¢y’ — 4y’ + 4y = 1 sur R.
2. (a) Résoudre I’équation différentielle y”’ —y = 0 sur R.
(b) Déterminer un réel a tel que la fonction ¢ — ae?’ soit solution de 1’équation différentielle
y" —y=e* sur R.

(c) En déduire les solutions de ’équation différentielle y” — y = e sur R.

Proposition 19.12

Si ¢ est une fonction constante, alors la fonction constante égale a 7 est une solution particuliere de

Iéquation différentielle vy’ + ay’ + by = c.

Proposition 19.13 » Principe de superposition

Soit ¢; et co deux fonctions définies sur I, oy et ao deux réels. Si y; est solution de I’équation différentielle
Yy +ay’ +by = c1(t) et si yo est solution de 'équation différentielle y”’ +ay’ + by = co(t) alors ayy; +asys
est solution de 1’équation différentielle y” + ay’ + by = ayc1(t) + aaca(t).

Exercice 19.10 1. Déterminer une fonction affine solution de 1’équation différentielle v — y = t.
2. En déduire les solutions de 1’équation différentielle 3" — 3y = 3e2t — 2t.

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



D. Trajectoires des solutions d'une équation différentielle 5

D. Trajectoires des solutions d'une équation différentielle

Dans ce paragraphe, on considére une équation différentielle (ED) d’ordre 1 ou 2 & coefficients constants.

Définition 19.14

Si y est une solution de I’équation (ED), le graphe de y est aussi appelé trajectoire de y : ¢’est ensemble

{(t,y(®)), t € I}.

Théoreme 19.15 » Probléme de Cauchy

Soit tg un élément de I et yo un réel.
11 existe une unique solution y de I’équation différentielle (ED) telle que y(tp) = yo ; autrement dit, il
existe une unique solution y dont la trajectoire contient le point (%o, yo)-

Définition 19.16 » Etat d'équilibre

Les solutions constantes de 1’équation (ED), s’il en existe, sont appelées états d’équilibres ou solutions
d’équilibre de 1’équation différentielle.

Si y est une solution d’équilibre de (ED), sa trajectoire est appelée trajectoire d’équilibre de I’équation
différentielle.

Définition 19.17

On suppose que I est un intervalle de la forme [, +00[ ou ]e, +00|.

Si y est une solution de 1’équation (ED), on dit que la trajectoire {(¢,y(t)), t € I} est convergente si y(t)
a une limite finie y* lorsque ¢ tend vers +oco. Le cas échéant, on dit que la trajectoire {(¢,y(t)), t € I}
converge vers {(t,y*), t € I}.

Remarque On constatera sur des exemples que si une trajectoire converge, elle converge toujours vers une
trajectoire d’équilibre.

E. Correction des exercices

Correction de I’exercice 19-1

Soit y1, yo deux solutions de ’équation différentielle y' 4+ ay = b(t) et a, f deux réels.
y1 et yo sont dérivables sur I donc f = ay; + Bys est dérivable sur I et on a :

Vte I, fi(t) = ay(t) + Bys(t)
d’ou :
Vee I, f'(t)+af(t) = alyi(t) + ayr(t)] + Blys(t) + ay(t)]
donc, comme y; et yo sont solutions de ’équation ¢’ + ay =0 :
vtel, f'(t)+af(t) =0
donc f est solution de 1’équation homogeéne 3’ + ay = 0.

Correction de I’exercice 19-2

1. (a) y est dérivable sur I donc f : t + y(t) e®* est dérivable sur I et on a :

vtel, f'(t) =y (t)e™ + ay(t) e™
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6 19. Equations différentielles a coefficients constants

donc, comme y' = —ay :
vtel, f'(t)=0

Ainsi la fonction f: ¢+ y(t) e* est constante sur I.

(b) On en déduit qu’il existe A tel que :
Viel, f(t)=A

et alors :
Vtel, yit)= f(t)e ™ =re

2. D’apres le résultat précédent, I’ensemble des solutions de ’équation différentielle '+ ay = 0 sur R est inclus

dans
I —- R
{y.t - )\GR}

at

Réciproquement, pour tout A € R, la fonction y : t — Ae™*" est dérivable sur I et on a :

vtel, ¥ (t) +ay(t) = —are * +ale ™
=0

donc y est solution de I’équation 4’ = ay, ce qui prouve ’égalité attendue par double inclusion.

Correction de I'exercice 19-3

L’ensemble des solutions de 1’équation y’' — 4y = 0 sur R est :

I —- R
{yt N )\e4t7AER}

De plus, pour tout A € R, on a, en notant y : t — \et :
y0)=1l<=x1=1

donc la fonction ¢ — e*! est I'unique fonction dérivable sur R vérifiant ' — 4y = 0 et y(0) = 1.

Correction de I’exercice 19-4

Comme on sait que g est solution de I’équation différentielle y’ +ay = b(t), on a, pour toute fonction y dérivable
sur I :

y' +ay =b(t) <=y +ay =y + ayo
=y -ytaly—v)=0
= (y—wo) +aly—y) =0
donc, d’apres U4 :
Y +ay=0bt) = INcR, Vtel, (y—yo)(t)= e ™
= 3INER, Vtel, y(t) =yo(t) + Ae ™
Correction de I’exercice 19-5
1. Soit « et B deux réels. La fonction f : ¢t — at 4+ (3 est dérivable sur R en tant que fonction affine et on a :
VteR, f'(t) =«
donc :
VEeR, fl(t)—2f(t) =2t +1<=VteR, —2at+ (a—28)=2t+1
d’ou, par identification des coefficients de fonctions polynémes :

—2a =2
a—28=1

{a:—l
<
8 =-1

Ainsi la fonction f : ¢+~ —t — 1 est une solution particuliére de I’équation différentielle ¢y’ — 2y = 2¢ + 1.

VteR, f'(t)—2f(t) =2t +1 < {
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E. Correction des exercices 7

2. L’ensemble des solutions de 1’équation ¢y’ — 2y = 0 sur R est :

2t7A€R}

{.I%R
t — e

On en déduit, avec le résultat de la question précédente et le théoréeme IIA, que I'ensemble des solutions de
léquation différentielle 3y’ — 2y = 2t + 1 est I'ensemble des fonctions y pour lesquelles il existe un réel X tel
que :

VtER, y(t) = —t — 1+ e

Correction de I’exercice 19-6

Supposons que y; soit solution de ’équation différentielle ¢y + ay = b1 (t) et que ya soit solution de ’équation
différentielle y’ 4+ ay = ba(t).
a1Yy1 + aoys est dérivable sur I comme combinaison linéaire de fonctions qui le sont et on a :

Ve I, (aryr + aay2) (t) +a (y1 + aayz) (1) = aq [y1 (t) + ayi ()] + a2 [ys(t) + aya(t)]
= Oélbl (t) + Ongg(t)

donc ay1 + asys est solution de I’équation différentielle y' + ay = aqby (t) + asba(t).

Correction de I’exercice 19-7

1. La fonction ¢ — 1 est clairement solution de ’équation différentielle 3y +y = 1. De plus ’ensemble des
solutions de I’équation différentielle homogene 3" +y = 0 est :

I —- R
o] 2 Buven)

donc 'ensemble des solutions de ’équation différentielle ¢ +y = 1 est :

I —- R
el m T e AeR)

2. (a) La fonction f: ¢+ 1 e’ est dérivable sur R et on a :
VteR, f(t) = %et
donc :
VteR, f'(t)+ f(t) =€

Ainsi la fonction ¢ — %et est solution de I’équation différentielle 3/ + y = et.

(b) L’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogene y’' + y = 0 est :

I —- R
(]! 2 Eeroren)

donc, d’apres le résultat de la question précédente, I’ensemble des solutions de ’équation différentielle

y +y=el est:
I - R
{y't — éet—i—)\et’/\ER}

3. D’apres les résultats précédents et le principe de superposition, on peut maintenant affirmer que ’ensemble
des solutions de I’équation différentielle i’ 4+ y = e + 2 est :

)\ER}

{ ]I - R
Tt - %et+)\e’t+2’
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8 19. Equations différentielles a coefficients constants

Correction de I’exercice 19-8

1. L’équation différentielle " +2y’ 4y = 0 a pour équation caractéristique r2+42r+1 = 0; cette derniére admet
une unique solution réelle, qui est —1, donc I’ensemble des solutions de I’équation différentielle y” +2y'+y = 0

est :
11 = R 2}
{y't s ()\t_,'_ﬂ)e—t s (/\,;L)GR

2. L’équation différentielle y”” 4 3y’ + 2y = 0 a pour équation caractéristique 72 + 3r +2 = 0; cette derniere
admet deux solutions réelles, qui sont —1 et —2, donc I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
Yy’ 4+ 3y +2y =0 est :

I = R 2}
{y' t — )\e—t+ue—2t ’ ()\,,LL) €ER

Correction de I’exercice 19-9

1. La fonction ¢ — 1 est clairement solution de I’équation différentielle y” — 4y’ + 4y = 1 sur R.
De plus I'équation différentielle 3" — 4y’ + 4y = 0 a pour équation caractéristique 72 — 4r +4 = 0; cette
derniére admet une unique solution réelle, qui est 2, donc I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle

y' — 4y + 4y =0est :
I = R 2}
{yt — (At‘i‘ﬂ)e% ’ ()\,/J)GR
On en déduit que I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y"” — 4y’ +4y =1 est :
I - R 2}
: (A p)eR
{ b Ly (e pyert K

2. (a) L’équation différentielle 3 —y = 0 a pour équation caractéristique > — 1 = 0. Cette derniére admettant
deux solutions réelles (—1 et 1), on en déduit que I’ensemble des solutions de I’équation différentielle

y" —y=0sur R est :
{y: f : ISet—i—ue_t , (A w) GRQ}
(b) Soit a € R. La fonction f : ¢+ ce®® est deux fois dérivable sur R et on a :
vVt € R, f/(t) =2ae® et f(t) = dae®
On a donc :
Vt e R, f(t) = f(t) = * <=Vt € R, 3ae* =e*

= L
==
3

donc la fonction ¢ — 1 e est solution de I'équation différentielle y” —y = e** sur R.

(c) On déduit des questions précédentes que I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle y” —y = e?!
sur R est :
I = R 2}
{ Nt %€2t+/\et+,ue*t , (A p) eR

Correction de I’exercice 19-10
1. Soit (a, ) € R2. La fonction f : t — at + 3 est deux fois dérivable sur R en tant que fonction affine, et on a :
VteR, fflt) =a et f'(t)=0

donc f est solution de I’équation différentielle y” — y =t si et seulement si —f(¢) = ¢ pour tout ¢t € R. Ainsi
la fonction f :t — —t est solution de ’équation différentielle vy’ — y = t.

2. Avec le résultats précédent, celui de I'exercice 16-9 et le principe de superposition, on peut affirmer que
la fonction ¢+ €% + 2t est une solution particuliere de I’équation différentielle y”" — y = 3e?* — 2t. De
plus on a donné dans l’exercice 16-9 ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle homogene associée
y"" —y = 0, ce qui nous permet maintenant de conclure que ’ensemble des solutions de I’équation différentielle
y" —y = 3e* — 2t est :

I - R 9
{ 1t s e et +pet+ 2t (A p) R }

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



Sommaire

B. Equations du premier ordre & coefficients COnSLANLE . . ... .vnen et e e e e

C. Equations du second ordrd .. .............iiiiii

D. [Irajectoires des solufions d une equation diferentielld . ........c.ooiiii ittt

E. Correction des eXerCICed . . ..ottt ettt e e e e




	Équations différentielles à coefficients constants
	Généralités
	Équations du premier ordre à coefficients constants
	Équations du second ordre
	Trajectoires des solutions d'une équation différentielle
	Correction des exercices


