Suites de nombres réels

ECG Maths Appliquées
Semestre 1

A. Généralités

A.1. Définition et opérations sur les suites réelles

Définition 13.1

On appelle suite réelle toute application v de N dans R.
Une telle suite est souvent notée (uy,)nen, out plus simplement (u,,), ou méme wu.
L’ensemble des suites réelles est noté RY.

Remarques a. Si u est une fonction de N dans R dont ’ensemble de définition est de la forme [[p, +-oo[ (on
p est un entier naturel quelconque), on dit que u est une suite définie & partir d’'un certain
rang. u est aussi notée (Up)n>p.

b. Plus généralement, on appelle suite réelle toute application u d’une partie I de N dans R.
Lorsque I est une partie finie de N, on parle de suite finie. Une telle suite est en général
notée (up)ner. Toutes les définitions suivantes se généralisent aux suites définies & partir
d’un certain rang.

¢. Comme toutes les suites envisagées dans ce chapitre sont des suites réelles, on parlera plus
simplement de suite pour parler de suite réelle.

Définition 13.2

Sur I'ensemble RY des suites réelles, on définit :

i. D’addition de deux suites réelles u et v en définissant la suite u + v par :
U+ v = (Up + Vn)nen
7. la multiplication de deux suites réelles u et v en définissant la suite u X v = uw v par :
wv = (Up Vp)neN
77i. la multiplication d’une suite réelle u par un réel \ en définissant la suite A - u = Au par :

Au = (/\un)nEN

A.2. Suites majorées, minorées, hornées

Définition 13.3

Soit (un)nen une suite réelle.

i.  La suite (u,)nen est dite majorée s’il existe un réel M tel que : Vn € N, u, < M.
Un tel réel M est alors appelé majorant de la suite u.

ii. La suite (u,)nen est dite minorée §’il existe un réel m tel que : Vn € N, u, > m.
Un tel réel m est alors appelé minorant de la suite w.

iti. La suite (un)nen est dite bornée si elle est majorée et minorée.
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Exemples 13.1 a. La suite > est minorée par 0 et majorée par 1; elle est donc bornée.
n neN*

b. La suite ((—1)")nen est bornée par —1 et 1.

c. La suite (n? + n — 2),en est minorée par —2 mais n’est pas majorée; elle n’est donc pas
bornée.

d. La suite ((—2)")nen n’est ni minorée, ni majorée.

Remarque Un ensemble fini étant toujours borné, il est équivalent de dire que la suite (u,)nen est bornée
et qu’il existe un entier naturel g tel que la suite (uy,)n>q est bornée.

Théoreme 13.4

Une suite réelle (u,)nen est bornée si et seulement s’il existe un réel M tel que :

VneN, |u,| < M

Preuve ¢ Supposons que la suite u soit bornée. Il existe alors deux réels m et m’ tels que :

VYneN, m<u, <m

et alors :
Vn €N, |u,| <max(|m|,|m'])

ce qui donne la premiére implication en prenant M = max(|m|, |m/]).
¢ Réciproquement, supposons qu’il existe un réel M tel que :

Vn eN, |u,| <M

On a alors immédiatement :

ce qui prouve que la suite u est bornée, établissant ainsi la seconde implication.

O

A.3. Sens de variation d'une suite

Définition 13.5

Soit (u,)nen une suite réelle. On dit que :
i. la suite (up)nen est croissante si: Vn € N, w1 = uy,
ii. la suite (up)nen est décroissante si : Vn € N; w11 < uy,
iti. la suite (un)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante,
iv. la suite (up)nen est constante si: Vn € N, upp1 = Up,
(un)

v. la suite (uy)nen est stationnaire s’il existe un entier p tel que : Vn > p, u, = up.

Méthode 13.6

Pour étudier la monotonie d’une suite u, on étudie le plus souvent le signe de u,+1 — uy, :
e si Upt1 —up = 0 pour tout n € N, la suite u est croissante,
e si Upt1 —up < 0 pour tout n € N, la suite u est décroissante.

Cependant, quand les termes de la suite u s’expriment sous forme de produit ou a ’aide de puissances, il

. . . . .y . Un+1
est parfois intéressant, si tous les termes de la suite sont strictement positifs, de comparer
n
et 1:
e si la suite u est strictement positive, elle est croissante si et seulement si : Vn € N, 1t > 1,
U
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B. Exemples de suites réelles

un+1

e si la suite u est strictement positive, elle est décroissante si et seulement si : Vn € N, < 1.

Un,
Attention cependant a bien vérifier que les termes de la suite sont bien tous strictement positifs avant
d’utiliser ce résultat. Le lecteur inquiet pourra se demander ce qu’il advient dans le cas d’une suite est
strictement négative (en considérant, par exemple, le cas de la suite (—n),n+) ou encore d’une suite
n’étant pas de signe constant (par exemple dans le cas de la suite ((—1)™)nen)-

. . n"
Exercice 13.1 Etudier les variations de la suite u = | — .
n! neN

B. Exemples de suites réelles

Dans toute cette partie, p désigne un entier naturel.

B.1. Suites arithmétiques

Définition 13.7

Soit a un réel. On dit que la suite (un)n>p est une suite arithmétique de raison a si :

Vn 2 p, Unti = tn + a.

Théoreme 13.8

Soit (un)n>p une suite arithmétique de raison a € R.

i Yg=p, Vn > q, up =uq+ (n—q)a.

n
y Ug + U n—q)(n—q+1
k=q nb de termes —
dans la somme valeur moyenne

des termes

n+4

Exemple13.2  Soit n € N. On cherche a calculer la somme Z(2k+3). Si on note, pour tout n € N, u,, = 2n+3,
k=3

on peut remarquer que :
VneN, upp1 =2n+5=u, +2

La suite u est donc une suite arithmétique de raison 2 et donc :

n—+4
;3(21@+3):(n+2)x [2><3+3]+[22><(n+4)+3]

= (n+2)(n + 10)

Exercice 13.2 Démontrer le théoreme 3.

B.2. Suites géometriques

Définition 13.9

Soit g un réel. On dit que la suite (uy)n>p est une suite géométrique de raison ¢ si :

Vn 2 p, Upt1 =q X up
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Théoreme 13.10

Soit (4 )n>p une suite géométrique de raison g € R.
. YmZ=p, Yn>2m, up =q¢""" Up.
U — U 1— n—m-+1
L Bt i X 4 siqg#1
1. Vm}p,Vn}m,Zuk: 1—q 1—-gq .
=e (n—m+ Duy, sig=1
n+5
Exemple 13.3 Soit n € N. On cherche & calculer la somme Z 2% Si on note, pour tout n € N, u,, = 2", on
k=3

peut remarquer que :
Vn €N, upt1 = 2u,

La suite u est donc une suite géométrique de raison 2 # 1 et donc :

n+5
1_2n+3
ok =93 —
2 3
=2ontb6 _g

Exercice 13.3 Démontrer le théoreme 31T,

B.3. Suites arithmético-géometriques

Définition 13.11

On dit que la suite (un)n>p est une suite arithmético-géométrique s’il existe deux réels a et b tels
que :
Vn 2 p, Uny1 = au, +b

Remarque Il arrive parfois que 1’on ne parle de suite arithmético-géométrique que dans les cas ot a # 1 et
b # 0. En effet, si a = 1, on reconnait ’expression d’une suite arithmétique (de raison b) tandis
que, si b = 0, on reconnait ’expression d’une suite géométrique (de raison a).

Théoreme 13.12

Soit (a,b) un couple de réels tel que a # 1 et (u,)n,>p est une suite arithmético-géométrique telle que :

Vn 2 p, Uny1 = au, +b
L’équation = = ax + b, d’inconnue x réelle, admet une unique solution ¢ = % et la suite (up — €)n>q
est géométrique de raison a; par conséquent on a : , pour tout n = p, up+1 = au, + b, alors :

Vg >p, Yn>q, up —c=a""(ug — ¢
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B. Exemples de suites réelles

Preuve On fixe un entier g supérieur ou égal a p. On remarque déja que, comme a est différent de 1,
on a, pour tout réel x :

r=ar+b<= (l—a)x =10
b

==
l1—a

donc I’équation x = ax + b admet bien une unique solution ¢ et ’on a alors :

= b
VTL 2 q, un+1 AU, +
c =ac+b

et en effectuant la différence de ces deux lignes :
Vn > q, upy1 —c=alu, —¢)

Ainsi, la suite (u, — ¢)n>¢ est une suite géométrique de raison a, ce qui prouve le résultat
9 =q )
attendu avec C31T. |

Exercice 13.4  Déterminer une expression de u,, en fonction de n dans le cas olt ug = 4 et :

Vn € N, un_H:%”—Q

B.4. Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Définition 13.13

On dit qu’une suite réelle (u,)n>p est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe deux réels
a et b tels que :
Yn 2 p, Unpi2 = aUpyr + buy,

Dans ce cas, I’équation z2 = ax + b, d’inconnue z réelle, est appelée équation caractéristique de la
suite wu.
Remarques a. Si b =0, une telle suite est une suite géométrique.

b. Sia =0, les suites (u%)n2 | 241 et (U2n+1)n> 2] sont des suites géométriques de raison b.

¢. Attention a cette définition : les réels a et b doivent étre indépendants de n. Par exemple,
une suite u telle que, pour tout n € N, uy o = nuy1 + 2u, n’est pas une suite récurrente
linéaire d’ordre 2.

Théoreme 13.14

Soit a et b deux réels et (uy,)n>p une suite récurrente linéaire d’ordre 2 telle que :
Yn 2 p, Uni2 = Qupy1 + bu,

Si on note A = a? + 4b le discriminant de 1'équation caractéristique (E) : 22

—azx —b=0, alors :
i. SiA >0, (F)admet deux solutions réelles distinctes 71 et r2 et il existe deux réels A et p tels que :
Yn = p, u, = Ar + ury

it. Si A =0, (F) admet une unique solution réelle r et il existe deux réels A et p tels que :

Y = p, up = (A +np)r"
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Preuve Pour simplifier, on suppose que b # 0 (seul cas réellement intéressant puisque, si b = 0, la suite
(un)n>1 est géométrique.

7. Commengons par considérer le systéme suivant, d’inconnues A et u réelles :

(S);{“P:”“

Upy1 = AT + pir2

On remarque que le déterminant (voir chapitre 6. Systémes linéaires) de ce systeme est égal
a rg —r1. Comme rq # 7o, ce déterminant n’est pas nul, donc (S) admet un unique couple
solution (A, u). Ce couple étant fixé, montrons alors par récurrence que, pour tout n = p,
la proposition Z(n) : « u, = A} + prl » est vraie.

o Par définition de A et p, Z(p) et (p + 1) sont vraies.
o Soit n > p. Supposons que Z(n) et Z(n + 1) Soit vraies. Par définition de la suite u,

on a alors :

Upt2 = QUpy1 + buy,
a (AP + ) b (A + prh)
= Arf (ary + b) + prs (arg + b)

Or, par définition de r1 et r, on a :
Vie{1,2}, v —ar; —b=0
c’est-a-dire :
Vi€ {1,2}, ar; +b=r?

et donc :
s = AT 4

donc finalement : Z(n) N Z(n+1) = Z(n+ 2).

¢ On peut finalement conclure :

Vn 2= p, U, = Ar] 4 pry

7t. Démonstration analogue a la précédente.
d
Remarques a. Pour trouver A et y, il suffit de connaitre deux termes de la suite u (en général ug et up) et
de résoudre un systéeme de deux équations a deux inconnues.

b. Il existe une preuve alternative de ce théoréme, utilisant 1’algeébre linéaire. Le principe général
de cette démontration est de :

o prouver que I'ensemble S, = {u € RY / ¥n € N, w42 = aup41 + buy,} est un espace
vectoriel de dimension 2,

o montrer que la famille (v, w) est une famille libre de deux vecteurs de S, 5, avec :
—VneN, v, =1 et w, =1y si (F) admet deux solutions réelles r; et r,
—VneN, v, =r" et w, =nr" si (F) admet une unique solution réelle .

Cette méthode s’applique d’ailleurs plus généralement a toutes les suites réelles véri-
fiant une relation de récurrence du type unt, = aoup + @1Ups+1 + - Gr_1Upyr—1. Le
lecteur intéressé trouvera des exemples de telles situations dans les chapitres 8. Espaces
Vectoriels et 9. Applications linéaires.

o Le couple (\, ) évoqué dans ce théoréme est unique. Cependant, on est le plus souvent
amené a le déterminer, donc savoir qu’il est unique est rarement utile.

Exercice 135 1. Déterminer une expression de u,, en fonction de n si (uy,)nen est la suite définie par :
up =0, u1 =1 et VneN, upio=tupt1+uy
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2.  Méme question dans le cas ou la suite u est définie par :

up=1, u3 =0 et VYneN, uyio=4u,11 —4du,

C. Limite d'une suite réelle

Conformément au programme, nous éviterons ici tout exces de technicité; c’est pourquoi la plupart des résul-
tats seront admis. Certaines preuves « epsilonesques » sont néanmoins proposées : une lecture approfondies de
ces preuves permettra au lecteur de plus facilement mémoriser les propositions et permettra également de se
familiariser avec des raisonnements plus délicats.

C.1. Limite d'une suite

Définition 13.15

Soit £ un réel. On dit que la suite (u,),cny admet pour limite ¢ (ou tend vers ¢ quand n tend vers +oo0,
ou encore converge vers /) si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite u a
partir d’un certain rang, c’est-a-dire si :

VeeRY, dn. €N /Vn2>n,, |u, — ¢ <e¢

Dans ce cas, on note : lim wu, = ¢ ou encore limu = /.
n—-+oo

Remarques a. Autrement dit, la suite u converge vers £ si, a partir d'un certain rang, tous les termes de la
suite u sont aussi proches de ¢ que 'on veut.

b. Compte tenu de la définition, il est équivalent de dire que la suite (u,)nen converge vers le
réel £ et que la suite (|u, — ¢|)nen converge vers 0. En particulier, pour prouver que la suite
u converge vers £, il suffit donc de prouver que la suite (u, — £),cn converge vers 0.

c. Attention, si (\un|)n€N converge vers £, on ne peut en général pas dire que la suite u converge,
ni vers ¢, ni vers —¢. Par exemple, si (ty)neny = (2(=1)")nen, la suite (Ju,|) est constante
égale a 2, donc converge vers 2, mais la suite u ne converge pas.

d. Il est important de comprendre que, dans cette définition, le plus important est de pouvoir
majorer la distance |u, —¥£| quand n est grand par n’importe quel réel € > 0, aussi petit
soit-il. Le lecteur comprendra ainsi que les affirmations suivantes sont équivalentes :

i. VeeRy, In.eN/Vn2>n,, |u, —f| <e
i Ve e Ry, In. e N/ Vn2>n,, |u, — £ <e
jii. Ve €]0,1[, 3n. e N/ Vn = n., |u, — €] <e€
w. Ve e Ry, In. €N/ Vn>n,, |u, — L] <2

v. Ve € RY, 3n. € N/ Vn > n., |u, —¥| < ke (k étant un réel positif quelconque
indépendant de n).

Définition 13.16

. On dit que la suite u tend vers +oo si tout intervalle de la forme |A, +oo[ contient tous les termes
de la suite u a partir d'un certain rang, c’est-a-dire si :

VAEeR, dng e N/ Vn > ng, u, > A

Dans ce cas, on note : lim w, = +00, ou encore limu = +oo.
n—-+oo

it.  On dit que la suite u tend vers —oo si tout intervalle de la forme |—oco, B[ contient tous les termes
de la suite u a partir d’'un certain rang, c’est-a-dire si :

VB eR, d3ng €N/ Vn > ng, u, < B

Dans ce cas, on note : lim Uy, = —00, Ou encore limu = —oo0.
n—-4oo
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Remarques a. Le lecteur remarquera sans doute que, dans la définition d’une suite tendant vers 4oo, on
peut se limiter aux valeurs positives de A ou encore aux valeurs de A supérieures a un réel
fixé. De méme, dans la définition d’une suite tendant vers —oo, on peut se limiter aux valeurs
de B inférieures & un réel fixé quelconque.

b. Attention, une suite peut donc admettre une limite sans étre convergente. On dit qu’une
suite admet une limite si elle converge (donc tend vers une limite finie) ou si elle tend vers
+00 ou —o0.

Définition 13.17

On dit que :
i. la suite u converge (ou est convergente) s’il existe un réel £ tel que u converge vers £,

it. la suite u diverge (ou est divergente) si elle ne converge pas, c’est-a-dire si elle admet une limite
infinie ou pas de limite (on parle dans ce dernier cas de divergence de seconde espéce).

Remarque Attention, une suite divergente peut ne pas avoir de limite. C’est le cas par exemple de la suite
((=1)™)nen comme on le verra plus loin.

Théoreme 13.18

Si une suite u admet une limite, celle-ci est unique.

Preuve ¢ Supposons que la suite (up,)nen admette deux limites finies £ et ¢'. Par définition, on a alors :
VeeRY, dn.1 €N/ Vn2>n., |u, — 4 <e

et :
Ve e RY, dn.s €N /Vn>=nl, |u, —¥'|<e

Posons alors, pour tout € > 0, n. = max(ne 1, ne2). On a donc, d’apres 'inégalité triangu-
laire :

Ve e RE, Vn>n., [(—0|=l—u,+u, — |
< —up| + |up — ']
< 2
Ceci étant vrai pour tout réel e strictement positif, on a donc : [£ —¢'| =0, dou: £ =¢'.
o Supposons que (uy,)nen tende vers +oo. On a alors :
VeeR, IngeN/Vn=np, u, >L+1
ce qui suffit pour affirmer que u ne peut tendre ni vers un réel ¢, ni vers —oo.

¢ On montre de méme qu’une suite ne peut tendre vers —oo et avoir une autre limite ¢, réelle
ou égale a +oo.

O

C.2. Quelques limites de référence
Si a est un réel quelconque, alors :

400 sia>0
lim n® = 1 sia=0
n—-+oo

0 sia<0
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C. Limite d'une suite réelle 9

Preuve ¢ On suppose que : a > 0. La fonction ¢ — t& est alors strictement croissante sur R* et donc :
VA eRY, (n“>A<:>n>A5)
et donc, en notant nyg = {Aﬂ + 1 pour tout A € R :
VAeRY, 3ng €N /Vn>ny, n*>A

ce qui prouve que : lim n® = +oo si a > 0.
n—-+oo

o Sia =0, lasuite (n®),en est constante égale & 1, donc converge vers 1.

¢ On suppose que : a < 0. La fonction ¢t — ta est alors strictement décroissante sur R% et
donc : 1
Ve e R, (n® <e<=n>ev~)

et donc, en notant n, = LeiJ + 1 pour tout ¢ € R :

Ve e R, dn. e N /Vn>2n., n® <e
ou encore :

Ve eRY, dn. € N /Vn2=n., [n% <e

ce qui prouve que : lim n®* =0si a <0.
n—-+oo

O

Théoreme 13.20

Si ¢ est un réel quelconque, alors la suite (¢")nen admet une limite si et seulement si ¢ > —1 et :
400 sig>1
1. n et 1 p—t
n—1>r—ir-loo 4 - = 1
0 si—-1<g¢g<xl1

C.3. Propriétés des suites convergentes

Théoreme 13.21

Toute suite convergente est bornée.

Preuve Supposons que la suite (u,)nen converge vers un réel £. Il existe alors un entier naturel p tel
que :
Vn2p+1, {—1<u, <l+1

Par ailleurs, I'ensemble {u,,n € [0,p]} est fini, donc admet un minimum « et un maximum b,
et :
Vn € [0,p], a < up, <b

Finalement, en prenant m = min(a,f — 1) et M = max(b, ¢+ 1), on a donc :

VneN m<u, <M

donc la suite u est bornée. ]
Remarque Attention, la réciproque est fausse. Par exemple, la suite ((—1)™), ey est bornée mais ne converge
pas.
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10 13. Suites de nombres réels

Proposition 13.22

La suite (u,)nen converge vers £ si et seulement si les suites (uo, )nen €t (Uon+1)nen (Suites extraites des
termes d’indices pairs d’une part, impairs d’autre part) convergent vers .

Preuve .
© Supposons que la suite (u,)nen converge vers £. On a alors :

Vee Ry, d3n. e N/ Vn2>n., |u, —{ <¢
En particulier, comme 2n > n et 2n + 1 > n pour tout entier naturel n, on a donc :

‘U/Qn — £| < €
VeeR!, dn.eN/Vn>n
+ € / = €9 {U2n+1 _€| < <

donc les suites (uan)nen et (Uant1)nen convergent toutes deux vers /.

¢ Réciproquement, supposons que les suites (ugp)nen €t (U2n+1)nen convergent toutes deux
vers le méme réel £. On a donc :

Ve e Ry, dnc1 €N /Vn >ngq, [ug, — € < ¢
et :
Ve e RY, 3nc2 € N/ Vn2>n.o |ugnp1 — 4 <e

et alors, en posant n, = max(2n.1,2n.2 + 1) :
Ve eRY, 3n. e N/ Vn>n., |u, — (| <e¢

ce qui prouve que la suite (uy)nen converge vers /.
O

Remarques a. Attention, il est fondamental que les deux suites (uop)nen €t (Uoni1)nen convergent vers
la méme limite pour pouvoir affirmer que la suite u converge. Penser au cas de la suite

((*1)71)7161\1-"

b. Ce résultat est particulierement intéressant pour prouver qu’'une suite est divergente. Il suffit
alors de prouver que l'une des deux suites extraites des termes d’indices pairs ou impairs
est divergente ou que ces deux suites n’ont pas la méme limite pour conclure que la suite u
diverge.

Théoreme 13.23

Si u est une suite convergeant vers un réel £ non nul, il existe un rang a partir duquel tous les termes de
la suite u sont non nuls.

Preuve On traite le cas ou £ est strictement positif, le cas ou ¢ est strictement négatif se traite de
maniere analogue. Comme u converge vers ¢, on a :

VeeRY, d3n.eN /Vn2>2n., L —e<u, <l+e

et done, en prenant € = ¢ :
dng e N/ Vn = ng, 0 <uy,
|

Remarque En conséquence immédiate de la définition, si la suite u diverge vers 4+o0o ou —oo, on peut
également dire que tous les termes de la suite u sont non nuls & partir d’un certain rang.
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C.4. Limites et opérations algébriques

Proposition 13.24

Si u est une suite bornée et si v est une suite convergeant vers 0, alors : lilf Wy, = (0,
n—-—+oo

Preuve Comme la suite u est bornée, il existe un réel M strictement positif tel que :
Vn €N, |u,| < M

et alors :
Vn €N, |upv,| < M |vy].

De plus, comme lim v, =0, la définition de la limite nous permet d’écrire :
n—-+o0o

€
Ve e R}, dn. € N /Vn = ng, |v,] < i
et alors :
Ve e RY, dn. e N/ Vn = ng, |upv,| <€

et donc : lim w,v, = 0. O
n—-+00

. 1"
Exercice 13.6 Déterminer la limite de la suite (=1) .
2n? neN*

Théoréeme 13.25

Soit u et v deux suites réelles ainsi que a et b deux réels. Si lim wu, =a et lim wv, = b, alors :
n——+00 n——+00

. Si A est un réel, alors la suite (Auy,)nen converge vers Aa :

lim Au, =X lim wu,

n——+oo n——+o0o
it. la suite (Juy|)nen converge vers |al :
lim |u,| = ‘ lim wu,,
n—-+o0o n—-+o0o

iti. la suite (uy, 4+ vy )nen converge vers a + b :

lim (u, +v,)= lim u,+ lm v
n~>+oo( n n) n—-+oo 2 n—-+oo e

iv. la suite (unvp)nen converge vers ab :

lim (u, Xv,)= lim u, x lim v,
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
. . u a
v. sib#0,la suite (n) converge vers — :
Un / pen b
lim w,
. Up n——+o0o
lim —=—-—
n—+0o Uy, lim v,
n—-+oo

vi. s$ib=07 (i.e. siv est strictement positive a partir d’un certain rang et converge vers 0) et si a > 0,

alors : "
lim —= = +oo
n—-+oo Un
Remarques a. Pour la limite d’'un quotient de suites convergentes, il suffit que le dénominateur ait une

U a
limite finie non nulle pour que I'égalité lim — = 3 ait un sens puisque, si b # 0, on a déja
n
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12 13. Suites de nombres réels

vu que les termes de la suite v sont tous non nuls a partir d’un certain rang, donc la suite
) est bien définie & partir d’un certain rang.
Un

b. Dans le cas ot a = b = 0 on ne peut rien dire en général quant a la limite éventuelle de la

. u A~ N . PPN . .

suite ("), méme dans le cas ou elle est bien définie a partir d’un certain rang. On parle
Un

de forme indéterminée.

Théoreme 13.26

Soit u et v deux suites réelles.

i. Si lim w, =-+occet lim v, =400, alors: lm (u,+ v,)=+oo,
n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

it. Si lim w, =+occet lim v, =¢€R,alors: lim (u,+v,)=+o0,

n—-+o0o n—-+oo n—-+oo
iti. Si lim w, =—ocoet lim v, =—o0,alors: lm (u,+ v,) = —o0,
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o
. Si lim w,=-occet lim v, =¢€R,alors: lim (u,+v,)=—0c0.
n—-+oo n—-+oo n——+oo
Preuve On démontre ici le deuxiéme point, laissant au lecteur le soin de s’en inspirer pour démontrer
les autres. On suppose donc que : lim w, = 400 et lim v, = ¢ € R. La suite v étant
n—-+oo n—-+oo

convergente, elle est bornée et admet donc un minorant m. De plus, par définition, on a :

VAER, 3na €N /Vn>na, upy >A—m

et alors :
VAER, dna e N /Vn > na, up+v, > A
ce qui prouve que : lim (u, + v,) = +00. O
n—-+oo
Remarque Attention, on ne peut rien dire a priori pour v +v si lim wu, = +oco et lim v, = —oo. Il
n—-+0oo n——+0oo

s’agit d’une forme indéterminée. Dans ce cas, pour déterminer la limite, on pourra essayer de
factoriser ppur se ramener a une expression plus simple ou bien, comme on le verra plus tard,
chercher un équivalent.

Théoréeme 13.27

Soit u et v deux suites réelles.
U
i Si lim u,=f¢€Ret lim v, € {—00,+00}, alors: lim — =0,
n—+o0 n—+o0 n—+00 Up,

@ si lim u, =f€R} U{4o0} et lim wv, = 400, alors lim wu,v, = +oo,
n——+00 —+o00

n—-+oo n
gii. st lim w, =¢€R* U{—oo} et lim v, = —o0, alors lim w,v, = +oco.
n——+oo n—-+oo n—-+oo
Remarques a. Si lim wu, = 0et lim v, = 400, on ne peut en général rien dire quant a la limite
n—-+oo n—-+oo

éventuelle de la suite (u,v,). Il s'agit d’une forme indéterminée.

b. Si lim w, =tocoet lim wv, = +o00, on ne peut rien dire de la limite éventuelle de la suite
n—+o0o n—+oo

U
(n> Il s’agit d’une forme indéterminée.

n
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C. Limite d'une suite réelle 13

Exemple 134  Pour déterminer la limite de la suite (vn+1 — v/n)peny quand n tend vers 400, on peut
commencer par utiliser 'expression conjuguée (classique lorsqu’il y a des différences de racines)
pour remarquer que :

: (AT WA
VneN Vn+1—+/n= s Y

1
Vit l+yn

Orona:

lirf (Vn+1++/n)=+c0
n—-+0o0o
et donc :

1
lim Vn+l—-yn= lim ———— =0
LU (AL Ny ey sy

C.5. Ordre et limite de suites

Théoréeme 13.28 » Théoreme de I'encadrement

Soit u, v et w trois suites réelles telles qu’il existe un entier naturel p tel que :
Yn 2= p, u, <V < Wy

Si les suites u et w convergent vers la méme limite ¢, alors la suite v converge également vers £.

Exercice 13.7 1. Déterminer la limite de la suite u définie par :

n+(=1)"

Vn € N*, u, = 5

n
2. Soit z un réel quelconque. En encadrant |nz| pour tout entier naturel n non nul, prouver
qu’il existe une suite de nombres rationnels convergeant vers x.

Remarques a. En particulier, pour montrer qu'une suite u converge vers 0, il suffit de trouver une suite v
convergeant vers ( et un entier naturel p tels que :

Vn > p, |un| < ‘U7L|

b. Attention & ne pas écrire une inégalité du type lim u, < lim v, < lim w, tant que
n—-+oo n——+oo n——+oo

la convergence des trois suites u, v et w n’a pas été prouvée : ce théoréme est intéressant en
b

particulier parce qu’il permet de prouver la convergence de la suite encadrée tout en trouvant

sa limite.

Théoreme 13.29 » Théoreme de prolongement des inégalités

Soit u et v deux suites réelles telles qu'il existe un entier naturel p tel que :
Vn = p, u, < op

1. si les suites u et v convergent, alors : lim wu, < lim wv,,

n—+o0o n—+4oo
7. si lim wu, = 4oo,alors: lim v, =+oo,
n—-+oo n—-+oo
7. si lim v, = —o0, alors: lim w, = —occ.
n—-+oo n—-+oo
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14 13. Suites de nombres réels

Remarques a. Attention, ce théoréme garantit la conservation des inégalités larges par passage a la limite,
mais pas des inégalités strictes. Ainsi, si on a : Vn € N, u,, < v, et si les suites u et v

convergent, on a encore : lim wu, < lim wv,. Pour se convaincre de 1'utilité de ce passage
n—-+oo n—-+4oo

d’une inégalité stricte a une inégalité large, le lecteur pourra se demander quelle est la limite

de la suite strictement positive 1 .

neN*

b. En particulier, on déduit de ce théoréeme que si la suite u converge vers une limite ¢ et si
tous ses termes appartiennent & un intervalle fermé I (i.e. un intervalle de la forme ]—o0, a],
[a,b], [b, 400 ou R), alors £ appartient encore & I.

Exercice 13.8  Déterminer la limite de la suite u définie par :

Proposition 13.30

Soit a et b deux réels et u une suite réelle convergeant vers un réel ¢ tel que : a < £ < b. Il existe un
entier naturel p tel que :
Vn>=p, a<u,<b

Remarque Il est fondamental dans cette proposition d’avoir une inégalité stricte a < £ < b pour pouvoir
encadrer les termes de la suite u. Par exemple, la suite <_+1) converge vers ¢ = 0 et,
n neN
bien que 0 < ¢ < 1, aucun terme de cette suite n’appartient a [0, 1].

Exercice 13.9  Soit (uy)nen une suite dont tous les termes sont non nuls et ¢ un réel appartenant a | — 1,1]
tels que :

. Un41
lim —t —y
n—-+4oo Up,

1. Justifier I'existence de réels ¢ pour lesquels il existe un entier naturel p tel que :
Vn = p, |ung1| < qlunl

2.  En choisissant ¢ judicieusement, en déduire que la suite v converge vers 0.

Remarque Ce résultat est connu sous le nom de regle de d’Alembert, mais ne fait pas partie du programme.
On peut cependant en déduire le résultat fondamental suivant :

Théoreme 13.31

Pour tout réel x, on a :

Preuve Soit € R. On pose :

Le résultat est immédiat si x = 0 (les termes sont alors tous nuls & partir du rang 1). On
suppose donc que x # 0 et on remarque que :

n+1 |
Vn € N*, Ungr _ ¥~ M
Up (n+1)! zn
oz
o+l
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D. Suites adjacentes 15

et donc : "
. 41
lim — =0
n—-+oo Up,
x'll
D’apres 'exemple précédent, on peut conclure : lim — =0. (I
n—+oo n'

C.6. Théoreme de la limite monotone

Théoréme 13.32 » Théoréme de la limite monotone

Toute suite réelle monotone admet une limite, finie ou infinie.
Plus précisément, si u est une suite réelle, alors :

1. si u est croissante et majorée, elle converge,

1. si u est croissante et non majorée, elle diverge vers +oo,
145. si u est décroissante et minorée, elle converge,

iv. si u est décroissante et non minorée, elle diverge vers —oo.

C.7. Croissances comparées

Théoreme 13.33
Soit a, b et g trois réels quelconques.

. Sib>0,alors: lim w = 0.
n—-+oo n
a

7. Sib>0,alors: lim - =0
n—+oo e’
n(l
7. Sig>1,alors: lim — =0.
n—+oo q"
n
w. lim — =0.
n—+oo nl
Preuve Ces résultats découlent de maniere immédiate des croissances comparées usuelles sur les fonc-
tions (voir chapitre 13). O

D. Suites adjacentes

Définition 13.34

Deux suites u et v sont dites adjacentes si I'une est croissante, I’autre décroissante, et : lim (u,—v,) = 0.
n—-+4+oo

Théoréme 13.35

Si les suites u et v sont adjacentes, alors elles convergent vers une méme limite ¢ et celle-ci vérifie, si u
est croissante et v décroissante :
vneN, u, << v,
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13. Suites de nombres réels

Exercice 13.10

Remarque

Exercice 13.11

Remarque

On considere les suites u et v définies par :

n n

1 1
YneN, u, = z~ In(n) et v, = 7~ In(n+1)
k=1 k=1

Montrer que les suites u et v convergent vers la méme limite.

Attention a ne pas oublier d’étudier la monotonie des suites u et v avant de conclure. En effet,
on ne peut rien dire des suites u et v & partir de la seule information hl}rl (un, —v,) = 0. Nous
n—-+0oo

invitons le lecteur suspicieux a calculer la limite de v — u et a étudier la convergence des suites
u et v dans les cas suivants :

1
1. VneN* u, =netv, =n+ —,
n

1
2. VneN* u, =(-1)" et v, = (-1)" + —
n

On se propose de démontrer le théoréme des valeurs intermédiaires : « si f est une fonction
continue sur un intervalle I et si a et b deux deux éléments de I, alors, pour tout réel d compris
entre f(a) et f(b), il existe un réel z compris entre a et b tel que : f(c) =d ».

A cet effet, on considére une fonction f continue sur un intervalle I de R et on considére deux
éléments a et b de I. Pour simplifier le raisonnement, on suppose que f(a) < f(b) (le cas
f(a) > f(b) se démontre de maniére analogue et le cas f(a) = f(b) ne nécessite pas réellement
de preuve, non ?).

Soit alors d un élément de [f(a), f(b)]. On considére les suites u et v définies par ug = a, vo = b

et par la relation de récurrence :
U v U v
<un”;") si f(";"> >d

Up, + Up .
—5 Up, sinon

1. Démontrer que les termes des suites u et v sont tous bien définis, appartiennent a I et que :

vn S Na (un-‘rla Un-‘rl) =

vn eN, u, <v,
2. Prouver que les suites u et v convergent vers une méme limite c.

3. Conclure.

Les suites u et v ont été construites par dichotomie. Il est important de bien retenir et
comprendre le raisonnement précédent, qui s’avérera utile, notamment en informatique.

E. Correction des exercices

Correction de I’exercice 13-1

On constate que :

VneN, u, >0

On peut donc écrire :

Unt1  (n+ 1)L nl

Vn € N* = —
e Up, (n+1)! o
_(+)x(r+1)" nl
(n+1) x nl nn

)
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E. Correction des exercices 17

Orona:

1
vnent, "1 1>0
n

et donc :

u
Vn e N*, 4L >

Un

Comme ug = u; = 1, on a donc :

Un 41
VYneN, /4= >1

n

Comme les termes de la suite u sont tous positifs, on en déduit que la suite u est croissante.

Correction de I'exercice 13-2

i.

On fixe un entier naturel ¢ supérieur ou égal a p et on procede par récurrence, en notant, pour tout n > q,
€(n) la proposition : « u, = uq + (n — g)a ».

o Pour n =¢, on a :
ug + (¢ — q)a=1uq
donc J#(q) est vraie.
o Soit n > ¢q. Supposons que 7 (n) soit vraie. Par définition de la suite u, on a alors :
Upt1l = Up T @
=u;+(n—¢qa+a
=us+ (n+1=9qa
et donc : S (n) = H(n+1).

¢ Finalement, 7 (n) est donc vraie pour tout n > ¢, ce qui prouve le résultat annoncé.

D’apres le résultat précédent, on a donc :

n

Vg=p, Vn=q, Y uk =Y [ug+ (k- q)a]
k=q k=q

:Zuq—&—aZ(kz—q)
k=q k=q

et donc, la premiére somme comportant n — g + 1 termes égaux et en effectuant le changement d’indice
k := k — g dans la deuxieme :

n n—q
Vg = p, Yn >q, Zuk=(n—q+1)uq+azk
k=q k=0

=Mn—g+1lus+ax (n=gn-g+1)

2
Par ailleurs, on constate que :
n 2 -
(=gt 1) x g ) x M
— — 1
— (- g+ gt o x DD D

ce qui prouve 1’égalité annoncée.

Correction de I’exercice 13-3

1.

On fixe un entier naturel m supérieur ou égal a p et on procede par récurrence, en notant, pour tout n > m,
A (n) la proposition : « up = ¢ MUy, ».

o Pour n =m, on a :

qm_"LUm = Um

donc S2(m) est vraie.
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18 13. Suites de nombres réels

© Soit n > m. Supposons que 52 (m) soit vraie. Par définition de la suite u, on a alors :

Unp+1 = qUn
n—m

=qgXxq Um

_ nt+l—-m
=q Um

et donc : J#(n) = ' (n+1).

¢ Finalement, 7 (n) est donc vraie pour tout n > m, ce qui prouve le résultat annoncé.

1. On fixe un entier naturel m supérieur ou égal a p.

» Si ¢ =1, on a directement, tous les termes de la somme étant égaux & wu,, (une suite géométrique de
raison 1 est une suite constante) :

n
VYm > p, Yn > m, Zukz(n—m+1)um

k=m

n
. N , . u — U 1
» Si q # ]., on procede par recurrence, en notant Q(n) la prop051t10n « E Up = —m Tl ».

1—
k=m q
o Pour n =m, on a :

U, — Um+1 _ Um — qUm

1—¢ 1—¢q

:um

m
=2 w
k=m

donc Z(m) est vraie.

© Soit n > m. Supposons que Z(m) soit vraie. Par définition de la suite u, on a alors :

n+1 n
Z U = Z Uk + Up+1
k=m k=m
N unar—%;+1 +tng
_ Um — qUn41
= 71 s
_ Um — Un+2
= 17_(]

et donc : S (n) = H(n+1).
¢ Finalement, ##(n) est donc vraie pour tout n > m. Enfin, on peut remarquer que :

U — Upg1 Uy, — qn+1—7rLum 1— qn+1—7n
Yn = m, = = Uy X

1—¢ 1—¢q 1—¢q

ce qui prouve les égalités attendues.

Correction de I’exercice 13-4

La suite u est une suite arithmético-géométrique et on a, pour tout réel x :

x:§—2¢$3x:x—6

<—x=-3

1
On en déduit que la suite (u, — (—3))nen est une suite géométrique de raison 3 et donc que :

1 7
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Correction de I’exercice 13-5

1. La suite u est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 et son équation caractéristique (E) est : 2 —z —1 = 0.
Cette équation admet pour discriminant A = 5 > 0, donc elle admet deux solutions réelles distinctes, qui

sont :
1-— \/5 1+ \/5
r = 5 et 1o = 5

1l existe donc un couple (A, p) de réels tel que :

Yn eN, u, = Arl + pry

On a alors, comme ug =0et uy =1 :

A+p=0
Ary + prg =1
On résout maintenant ce systeme :
A =0 A=—
T = a
Ary 4+ purg =1 wlre —ry) =1
et donc, comme 19 — 17 # 0 :
1 1 1 1
= =— et A=-— = ——
ro—r1 /5 T2 — 71 V5
donc finalement :
1

YneN, u, =—

V5

(=52)-(57)

2. La suite u est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, dont ’équation caractéristique est :
(B):2* —4x+4=0
(E) admet une unique solution, qui est 2, donc il existe un couple (A, u) de réels tel que :

VneN, u, = (A4 nu)2"

A=1
2u=0

vneN, u, =2"

On a alors, comme ug =1 et uy =0 :

Ainsi (A, ) = (1,0) et :

Correction de I’exercice 13-6

La suite ((—1)™),en est bornée et on a :
1

im —s =
n—-+too 2n2
et donc : (1)
nEIJIrloo 2n2 =0

Correction de I'exercice 13-7

1. On remarque que :
VneN  0<n—-1<n+(-1)"<n+1<2n

et donc :

2
VneN*, 0<u, <—
n

.2 o . L
Comme lim — =0, on en déduit, d’apres le théoreme de I’encadrement :
n—+oco n

lim wu, =0
n——+00
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20 13. Suites de nombres réels

2. On remarque que :
Vn e N*, nx —1< |nx] < nz

et donc :

1
VneN, - - < [z <z
n n

1
lim (x—)zx
n—4oo n

et donc, d’apres le théoréeme de I'encadrement :

De plus, oin a :

lim M:x
n—-+o0o n

. nx , . , ,
Comme la suite (L J > est formée de nombres rationnels, cela prouve le résultat annoncé.
n
neNx

Correction de I’exercice 13-8
On a:

tﬁ

vn e N*, u, >

=T

>

Comme lir_irrl n = +00, on en déduit, d’apres le théoreme de prolongement des inégalités :
n—-—+0o0

lim wu, = +o00

n—-+o0o
Correction de I’exercice 13-9
1. Par hypothese, on a :

U
lim || = |
n—-+oo Unp,
donc, par définition de la limite :
Un+1

VeeRY, 3peN/Vn>p, < |l +e

n

et alors :
Ve e Ry, 3pe N /Vn =p, |unp1] < (|| +€) uy]

En notant ¢ = |¢] + ¢, on en déduit :
Vg >, 3pe N /Vn 2 p, |upt1| < qlun
2. En choisissant ¢ tel que |[¢| < ¢ < 1, on en déduit, d’apres 330, qu’il existe un entier naturel p tel que :

Up 41
Un,

Vn = p, <q

et donc :
Vn > palun+1‘§EQ|un|

On en déduit par récurrence que :
Vn 2 p, |unl < "7 |up.

De plus, comme p appartient & [0, 1], on a, d’aprés :

C men |
Jm g™ fuy| =0

et donc, d’apres le théoreme de I'encadrement :

nlgﬂwlun|::0

ce qui suffit pour conclure : lim wu, = 0.
n——+oo
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Correction de I’exercice 13-10
On prouve que les suites u et v sont adjacentes.

o Ona:

De plus, on a :

donc :

o De plus, on a :

Vn € N*, upt1 — up — [In(n+1) —In(n)] et vpt1— vy —[In(n+2) —In(n + 1)]

T+l T+l

Par ailleurs, pour tout k& € N*, la fonction In est continue sur [k, k + 1] et dérivable sur |k, k+ 1[ et on a :

1
Vk € N*, Vo €k, k+ 1], In'(z) = ~
x
et donc :
Vk € N*, Vx €k, k+1], —— <In'(z) <

et alors, d’apres I'inégalité des accroissements finis :

1
R— 4 — <
VkeN,k+1\ln(k+1) In(k) <

T =

et finalement :
Yn e N*, upy1—u, <0 et vy —v, =0

Ainsi, la suite u est décroissante et la suite v est croissante.

¢ Finalement, les suites u et v sont donc adjacentes, donc convergent vers une méme limite ~.

N.B. Le lecteur curieux notera avec intérét que cette limite ~y est la constante d’Euler :
v ~0,5772

Correction de I’exercice 13-11

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la proposition &(n) : « u, et v, existent, appartiennent a I
et vérifient : u,, < v, » est vraie.

o Pour n = 0. Comme ug = a et vg = b appartiennent a I et vérifient a < b, #(0) est vraie.

¢ Soit n € N. Supposons que & (n) soit vraie. Comme I est un intervalle et comme u,, et v,, appartiennent

Up + Up
2

deux cas de figure, u,+1 et v,41 sont bien définis et appartiennent a I. Deux cas se présentent alors :

L7 UnFUp
I,

existe et appartient a I. Par conséquent, f existe. On en déduit que, dans les

— Si f<w> > d. Dans ce cas, on a :

Up + Up

Unp41 = Un et Un41 = 2

et donc, comme u,, + v, > 2u, d’aprés £(n) :
Up+1 < Unti-
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22 13. Suites de nombres réels

— Si f<un2+v"> < d. Dans ce cas, on a :

Uy + Vp

B et Up41 =10y,

Up+1 =
et donc, comme u,, + v, < 2v, d’aprés Z(n) :

Un+1 < Un+1-

Dans tous les cas, on a donc prouvé : u,41 < vp11, donc : Z(n) = Z(n+1).

o Ainsi, & (n) est vraie pour tout n € N, ce qui permet de conclure :

Les termes des suites u et v sont tous bien définis, appartiennent a I et :

VYn eN, u, < v,.

2. On prouve que les suites u et v sont adjacentes.

¢ On commence par remarquer que :

Uy — Uy, = 0 51f<un+vn>>d
2
VneN, upy1 —u, =
Uy + Vp Up — U Sino
U inon
2 " 2
un;vn_vn_un;vn Slf<un—21—vn) d
VneN, v41 — v, =
Up — U =0 sinon

et donc, d’apres le résultat de la question précédente :
VneN, upt1 —up, 20 et vy41 —v, <0

Ainsi, la suite u est croissante et la suite v est décroissante.

¢ Par ailleurs, on a :
Up + U VUp — U . Uy + U

2 2
Up +Vp  Up — Up

2 2

Vn €N, vpp1 — Upy1 =

sinon

et donc, plus simplement :
Up, — Up

Vn €N, vpy1 — Upy1 = 5

Ainsi, la suite (v, — Uy )nen est une suite géométrique de raison 2 et donc :

Vo — U
VnEN7 ’Un—un:T

1

et donc, comme 2’ <1:

ngrfw(vn —uy) = 0.

Finalement, les suites u et v sont adjacentes, ce qui nous permet de conclure :

Les suites u et v convergent vers une méme limite ¢
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3. Par construction, on a :
vn €N, f(un) <d< f(vn)

et de plus, comme f est continue en ¢ (car ¢ appartient a I) :

lim f(up) = lm f(v,) = f(c),

n—-+oo n——+oo

et finalement, d’aprés le théoréme de prolongement des inégalités : f(c) < d < f(c), soit encore :
fle) = d.

On peut finalement conclure :

Tout réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent par f
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