Reduction des matrices carrees

ECG Maths Appliquées
Semestre 3

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie pou-
vait étre représenté matriciellement et que cette caractérisation matricielle pouvait, dans certains cas, simplifier
I’étude.

Nous en venons désormais a nous demander dans quelle mesure il est possible de simplifier encore cette étude,
en choisissant une base dans laquelle la matrice associée & f serait la plus simple possible. Plus précisément, le
but de ce chapitre est d’étudier a quelles conditions un endomorphisme peut étre représenté par une matrice
diagonale.

A. Changement de base

On a vu dans les chapitres précédents qu’un vecteur (respectivement une application linéaire) peut étre ca-
ractérisé par ses coordonnées (respectivement par sa matrice représentative) dans une base (respectivement un
couple de bases).

On peut cependant se demander ce qu’il advient si ’on change les bases considérées. Ainsi, étant donné un vecteur
z d’un espace vectoriel £ muni de deux bases B et B’, existe-t-il un lien entre les coordonnées respectives de x
dans les bases B et B’ ?

Le but de ce paragraphe est de répondre a cette question.

A.1. Matrice de passage

Définition 12.1

Soit E un espace vectoriel de dimension n non nulle, B = (e;)1<i<n €t C = (€;)1<i<n deux bases de E.
Pour tout j € [1,n], on note (; ;)i1<i<n les coordonnées de ¢; dans la base B, de sorte que l'on a :

Vj € [[Ln]]’ &5 = Zaivjei

=1

La matrice Pg ¢ = (v, j)1<i,j<n €St appelée matrice de passage de la base B a la base C.

Remarques a. La matrice Pg ¢ de passage de B = (e;)1<i<n & C = (€i)1<ign €st donc obtenue en écrivant
en colonne les coordonnées dans B des vecteurs de C :

€1 €5 En

¢ ! i
al,l “ e al,j al,p — el
M = ai,l . ai,j . ai,p — e
On. 1 cee e an,j . an,p “— en

b. Pour faire le lien avec le chapitre précédent, on peut remarquer que la matrice de passage
de B = (e;)1<i<n & C = (&i)1<ign est la matrice représentative dans B de I'endomorphisme
f de E vérifiant :
Vi € [[1,71]] , f(eL) =£;

¢. On peut également remarquer que Pg¢ = matc gldg, mais on prendra garde a I'ordre des
bases.
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Exemple 12.1 On note E = Ry[z], B = (eg, e1,€e2) la base canonique de E et C = (P, P, P2) la famille de
vecteurs de E définie par :

Vr €R, Py(z) =2z, Pi(x)=x+1 et Py(r)=42>—2x+3

La famille C est une base de E (elle est libre car échelonnée en degrés et formée de trois vecteurs
non nuls de F, qui est de dimension 3). La matrice de passage de la base B a la base C est :

2 1 3
Pge=[0 1 -2
0 0 4

Proposition 12.2

Soit £ un espace vectoriel de dimension non nulle. Si Pg ¢ est la matrice de passage de la base B a la
base C de E, alors Ppc est inversible et Py (13 est la matrice de passage de la base C a la base B :

=1l
PB,C =Fep

Preuve On a remarqué précédemment que Pgc est la matrice de I’endomorphisme identique de E
relativement aux bases C et B. Comme Idg est un automorphisme de E, on en déduit que P
est inversible et que :

st_,l = matzs,c(ldgl) =matpc(Idg) = Pe
ce qui prouve le résultat. [

Exercice 121  On note F = Ry[z]|, B = (eg, e1,e2) la base canonique de F et C = (P, P, P2) la famille de
vecteurs de F définie par :

Ve €R, Py(z) =22, Pilz)=x+1 et Py(z)=4a>—2r+3
On a vu que C est une base de E et que la matrice de passage de B a C est :

2 1 3
Pge=(0 1 —2
00 4

Justifier que Py ¢ est inversible et expliciter PL; é

A.2. Effet d'un changement de base sur les coordonnées d'un vecteur

Proposition 12.3

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. On considere deux bases B et C de E et on note
Pg ¢ la matrice de passage de B a C.
Pour tout vecteur = de E, en notant Xz la colonne des coordonnées de x dans B et X¢ la colonne des
coordonnées de x dans la base C, on a :

X = PpcXc

Preuve On suppose que dim(E) = n et on note :
B = (ei)igign, C= (€i)igi<n: X5 = (Ti)igi<n: Xe = (@)ii<n €6 Poe = (Pij)i<ij<n

On a alors :

n
_E !~
xr = xjff]
j=1
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A. Changement de base 3

donc :

1=

n n
!
1 \j=1

d’on, par unicité des coefficients de x dans la base B :
n

Vie [l,n], x; = me-x;-
j=1

soit finalement : Xp = P cXc.
O

Remarque Compte tenu de cette formule, si 'on connait les coordonnées de x dans la base B et que 'on
cherche ses coordonnées dans la base C, il faudra donc déterminer la matrice Py é de passage

de C & B et utiliser la formule : X¢ = Pg . Xp.
On peut aussi résoudre 1’équation Xz = Py ¢X¢, d'inconnue Xc.

Exercice 122  On note F = Ryx], B = (eq, e1,€2) la base canonique de E et C = (P, P1, P2) la base de E
définie par :
Vr €R, Py(z) =2z, Pi(x)=x+1 et Py(r)=42>—2zx+3
Déterminer les coordonnées dans la base C du polynéme R défini par :

Vz eR, R(z) =8z% —3z2+3

Remarque En pratique, on se sert assez peu de cette proposition, mais elle est tres importante pour le
point suivant.

A.3. Changement de base et matrice représentative d'un endomorphisme

Théoreme 12.4

Soient E un espace vectoriel, B et C deux bases de F et f un endomorphisme de E.
En notant Pg ¢ la matrice de passage de B a C, on a :

Mate(f) = Pg ¢ Matg(f) P,

Preuve Soit « un élément de E. On note Xp et Y (respectivement X¢ et Y ) les colonnes des coordon-
nées respectives de z et y dans B (respectivement dans C). On note Mg (resp. M¢) la matrice
associée & f dans la base B (resp. C). On a donc :

X5 = PB,CXC et Yg= PB,CYC
d’ou :
MeXe =Ye
= PgoYs
= Pg o MpXp
= Pg,é Mp P&cXc
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Comme ce résultat est valable pour tout vecteur x de F, on en déduit, par unicité de la matrice
associée a f dans la base C :
Mc = Pg ¢ Mg Pgc

O

Remarque Si l'on se souvient des propriétés du produit matriciel (et notamment de l'interprétation en
terme de produit des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice), on
peut assez bien retenir cette formule en remarquant que la matrice Mg associée a f dans la base
B = (e;)1<i<n est obtenue en écrivant, en colonne, les coordonnées de f(e1),. .., f(e,) dans la
base B et que :

e changer la base de 'espace vectoriel de départ de B en C consiste a modifier les vecteurs
colonnes de matg donc a multiplier a droite par Pz,

o changer la base de l'espace vectoriel d’arrivée de B en C consiste a modifier les vecteurs
lignes de matg donc & multiplier & gauche par F¢ g.

A.4. Matrices semblables

Définition 12.5

Soient A et B deux matrices de M, (R). On dit que A et B sont semblables s’il existe une matrice P
inversible de M, (R) telle que :
A=pPBP!

Exercice 123  Soit A, B, C trois éléments de M, (R). Moutrer que si A et B sont semblables et si B et C sont
semblables, alors A et C' sont semblables.

Proposition 12.6

Soient E un espace vectoriel de dimension n, A et B deux matrices de M,,(R). A et B sont semblables
si et seulement s’il existe un endomorphisme f de E et deux bases B et C de E telles que :

A =Matp(f) et B = Mate(f)

Remarque Ce résultat est une conséquence immédiate de 2.

Proposition 12.7

Deux matrices semblables ont le méme rang.

Exercice 124  Démontrer la proposition ITZ72.
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B. Réduction des matrices carrées

Dans Pensemble de ce paragraphe, on envisage une matrice A appartenant & M., (R).
La plupart des résultats étant analogues a ceux énoncés pour les endomorphismes, on se reportera au paragraphe
précédent pour leur démonstration.

B.1. Elements propres d'une matrice carrée

Définition 12.8
Soit A € R.

. Ondit que \ est valeur propre de A s’il existe un vecteur X non nul de M., 1 (R) tel que : AX = A\X.

7. Si X est valeur propre de A, on appelle vecteur propre de A associé a A tout vecteur X non nul
de M,, 1(R) tel que : AX = \X.

iii. Si X\ est valeur propre de A, 'ensemble E)(A) = {X € M,,1(R) / AX = AX} est appelé sous-
espace propre de A associé a la valeur propre .

iv. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de A et noté Sp(A).

Remarques a. Attention a ne pas oublier la condition X # 0 dans les deux premiers points de la définition :
un vecteur propre est toujours non nul.

b. Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A n’est pas exactement ’ensemble des
vecteurs propres associés a A, puisqu’il contient le vecteur nul; c’est le sous-espace vectoriel
de M,, 1(R) engendré par la famille des vecteurs propres associés a A, i.e. le plus petit sous-
espace vectoriel de M,, 1(R) contenant tous les vecteurs propres de f associés & la valeur
propre A.

¢. On verra en exercice qu’'une matrice carrée peut ne pas avoir de valeur propre.

Proposition 12.9

Soit A € R. X est valeur propre de A si et seulement si A — A[,, n’est pas inversible.

Remarques a. En particulier, 0 est valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible.

b. Pour déterminer les valeurs propres d’une matrice carrée A, on peut appliquer la méthode
du pivot de Gauss et triangulariser la matrice A — AI,,. Les valeurs propres de A sont les
valeurs de A pour lesquelles 'un au moins des coefficients diagonaux d’une réduit de Gauss
de A — \I,, est nul.

Proposition 12.10

Si T est une matrice triangulaire, les valeurs propres de 7' sont ses coefficients diagonaux.

Remarque Attention, ce résultat n’est vrai que pour une matrice triangulaire et les coefficients diagonaux
d’une matrice M quelconque ne sont en général pas valeur propre de M.

Exercice 125  Démontrer la proposition [2I0.

Exercice 126  Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices A et B suivantes :

121
A<_31 _31> et B=|[0 1 0
00 2
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6 12. Réduction des matrices carrées

B.2. Lien entre valeurs propres et polynéme annulateur

Proposition 12.11

Si P est un polynéme annulateur de A, alors les racines de P sont les seules valeurs propres possibles de
A; autrement dit :
Sp(A) c{A eR / P(\) =0}

Exemples122 a. Si A = (1) é), on peut remarquer que : A2 = I, donc x — =«

annulateur de A. Ainsi —1 et 1 sont les seules valeurs propres possibles de A. De plus, on a :

1()-() = 4()--()

#0 #0

2 — 1 est un polynéme

donc —1 et 1 sont effectivement valeur propre de A.

. -1 y - N
b. Si B = (1) 0 >, on peut remarquer que B? = —I. Ainsi, x — 22 4+ 1 est un polynome

annulateur de B, qui n’a pas de racine réelle. B n’admet donc pas de valeur propre réelle.

Remarques a. Attention, de méme que pour les endomorphismes, les racines d’un polynéme annulateur de
A ne sont pas nécessairement valeur propre de A. Par exemple, le polynéme x — 2 — z est
un polynoéme annulateur de la matrice I,,, mais 0 n’est pas valeur propre de I,.

b. Cette propriété est souvent tres utile pour limiter I’étude de certains cas dans la recherche des
valeurs propres d’un endomorphisme, la méthode générale consistant a chercher les valeurs
de X pour lesquelles A — A\I,, n’est pas inversible.

B.3. Propriétés des sous-espaces propres d'une matrice carrée

Proposition 12.12

Si A1,...,Ap sont des valeurs propres distinctes de A, si, pour tout ¢ € [1, p], F; est une famille libre de
vecteurs de Ej, (A), alors la concaténation des familles F, ..., F, est libre.

En particulier, si X1, ..., X, sont des vecteurs propres de A associés a p valeurs propres distinctes, alors
la famille (Xq,...,X,) est libre.

Proposition 12.13

Si A appartient & M, (R), alors A admet au plus n valeurs propres distinctes.

B.4. Matrices diagonalisables

Définition 12.14

On dit que A est diagonalisable dans M, (R) s’il existe une matrice diagonale de M, (R) qui lui soit
semblable.

Proposition 12.15

Soient A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. A est diagonalisable,

it. il existe une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs propres de A,
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p
iii. Y dim(Ey,(4)) =n,
=il

iv. la concaténation de bases respectives de Ey, (4),..., Ex, (A) est une base de M,, 1(R).

Remarque Pour démontrer qu’une matrice est diagonalisable, on utilise le plus souvent le points #i:.

Exercice 127  Les matrices A et B suivantes sont-elles diagonalisables ?

1
A<3 _1> et B=|0
-1 3 0

S =N
N O

Théoreme 12.16

Une matrice A de M,,(R) est diagonalisable si et seulement s’il existe une matrice P inversible et une
matrice D diagonale telles que A = PDP~1.

Le cas échéant, les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de D (celles-ci se répétant autant
de fois que la dimension de son sous-espace propre associé) et les colonnes de P forment une base de
M., 1(R) constituée de vecteurs propres de A (la jé™¢ colonne de P est un vecteur propre de A associé
& la valeur propre situé sur le j°™¢ coefficient diagonal de D).

Proposition 12.17

Soit A une matrice de M,,(R).
Pour que A soit diagonalisable, il suffit qu’elle admette n valeurs propres distinctes.
De plus, si A admet n valeurs propres distinctes, chacun de ses sous-espaces propres est de dimension 1.

Exemples 123 a. Toute matrice diagonale est diagonalisable.
0 -1

b. On a vu que la matrice B = <1 0

diagonalisable dans M (R).

> n’a pas de valeur propre réelle, donc elle n’est pas

Remarque Attention, il ne s’agit pas d’une condition nécessaire et une matrice carrée d’ordre n peut étre
diagonalisable sans avoir n valeurs propres distinctes.

Théoreme 12.18

Toute matrice symétrique a coeflicients réels est diagonalisable.

Proposition 12.19

Si A est une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans R et diagonalisable, si B = (X;)1<i<n €st une
base de M,, 1(R) formée de vecteurs propres de A et si P est la matrice de passage de la base canonique
a la base B de M,, 1(R), alors la matrice D = P! AP est diagonale.

Plus précisément, si, pour tout ¢ € [1,n], X; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \;,

alors :
M 0 - 0
piap=|"
=
0 0 A\,
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8 12. Réduction des matrices carrées

3 -1
(35
Justifier I’existence d’une matrice P inversible telle que P~tAP soit diagonale puis déterminer
une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que : A = PDP~L,

Exercice 12.8 On considere la matrice

B.5. Application au calcul des puissances d'une matrice carrée

Proposition 12.20

Soit A une matrice de M, (R), diagonalisable. On considére une matrice D diagonale et une matrice P
inversible telles que A = PDP~! et on note :
A0 0
D= S
S
0 0 A
On a alors :
A0 0
Vk e N, A* = PD*P~! ou: DF = b
= 0
0 0 AF
Remarque Ce résultat se démontre de maniere immédiate par récurrence, mais on peut également remar-

quer que, si A est la matrice associée a un endomorphisme f de R™ dans la base canonique B et
si P est la matrice de passage de la base B & la base C, alors D = P~! AP est la matrice associée
A f dans la base C. Par conséquent, pour tout k € N, A* et D* sont les matrices associées a f*
respectivement dans les bases B et C, ce qui prouve que D*¥ = P~1AkPp.

C. Correction des exercices

Correction de I’exercice 12-1

Pg ¢ est la matrice de passage de B & C, donc elle est inversible et Pgé est la matrice de passage de C a B. Or
on a :

VeeR, So=—1-2+1-(z+1)

d’ott :
60:% Py
61—7%']304*1 P
e2=-3-Po+3 - P+35-P
et donc :
b -
Pgi=10 1 %
0o o0 1
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Correction de I'exercice 12-2

La colonne des coordonnées de R dans la base B est :
3

-3
8

De plus, en notant P ¢ la matrice de passage de B a C, on a vu dans l'exercice 11.1 que :

1 _1 _5
2 2 8
Pgi=10 1 %
0 O %
et alors :
3 -2
Pgo| -3 =11
8 2
donc :

R=-2-P+1-P+2-P

Correction de I'exercice 12-3

On suppose d’une part que A et B sont semblables, et d’autre part que B et C sont semblables. Il existe donc
deux matrices inversibles P et @ telles que :

A=PBP ! et B=QCQ !
donc on a :

A=r((QCQ ')y pP!
=(PQ)C(PQ)™"
= RCR™!

ou l'on a posé : R = PQ. Ainsi A et C' sont semblables.

Correction de I'exercice 12-4

Soit A et B deux matrices semblables appartenant & M, (R). On note f ’endomorphisme de R™ associé a la
matrice A dans la base canonique B, de telle sorte que 1'on a :

rg(A) = rg(f)

Comme A et B sont semblables, il existe une base C de R" relativement a laquelle la matrice associée a f est
B et on a donc :

rg(B) =rg(f)
et donc :

rg(A) = rg(B)

Correction de I’exercice 12-5

Soit T une matrice triangulaire de M,,(R). On note ¢, ..., t, les coefficients diagonaux de 7'
Soit A € R. A est valeur propre de T si et seulement si T'— AI,, n’est pas inversible. Or T' — AI,, est une matrice
triangulaire dont les coefficients diagonaux sont t; — A, ..., ¢, — A et on sait qu'une matricde triangulaire n’est

pas inversible si et seulement si 'un de ses coefficients diagonaux est nul. On en déduit que A est valeur propre
de T si et seulement sl existe ¢ € [[1,n] tel que t; — A = 0, donc tel que A = t;.
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10 12. Réduction des matrices carrées

Correction de I'exercice 12-6

o Soit A € R. X est valeur propre de A si et seulement si A — Al n’est pas inversible. Or on a :
33— -1
A== ( -1 3>\)
donc :

Sp(4) = {\ e R, det(A — A\I3) =0}
={AeR, 3-)N?2—(-1)*=0}
={\eR, (2-N)(4 -\ =0}
= {274}

Ainsi les valeurs propres de A sont 2 et 4. De plus, pour tout X = (;) appartenant a Ms 1R, on a :

AX =2X <= (A-2)X =0

1 -1
<:><_1 1)Xzo

= z—y=0
==y

donc le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 2 est :

san-ve( ()

Enfin on a, pour tout X = (:;) appartenant a My ;R :

AX =4X = (A—4,)X =0

-1 -1
<— (_1 _1)X_0

= —z—-y=0
= y=—2x

donc le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 4 est :

Eu(A) = Vect ( (_11> )

¢ La matrice B est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Ainsi on a :

Sp(B) = {1,2}
x
De plus on a, pour tout X = | y | appartenant a M3 R :
z

BX=X<= (B-L)X=0

0 2 1
~— |0 0 0]X=0
0 0 1

2y+2=0
z=0

<—y=2=0
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donc le sous-espace propre de B associé a la valeur propre 1 est :

1
Ei(B)=Vect| [0
0
x
Enfin on a, pour tout X = | y | appartenant a M3 R :
z

BX =2X < (B—-2L)X =0

-1 2 1

~— |0 -1 0]X=0
0o 0 O
—z+2y+2=0
—y=0
z=ux

—
{y=0

donc le sous-espace propre de B associé a la valeur propre 2 est :

1
Es(B) = Vect| |0
1

Correction de I'exercice 12-7

¢ On a vu dans l'exercice 10.6 que A posseéde deux valeurs propres, 2 et 4, et que leurs sous-espaces propres
associés sont de dimension 1. On a donc :

dim(E(A)) + dim(E4(A)) = 2 = dim(Maz,1(R))
ce qui prouve que A est diagonalisable.
o De méme, 1 et 2 sont les seules valeurs propres de B et on a :
dim(E1(B)) + dim(E5(B)) = 2 # dim(Ms 1 (R))
ce qui prouve que B n’est pas diagonalisable.

Correction de I’exercice 12-8

On a vu dans Iexercice 10.7 que A est diagonalisable, donc il une matrice P inversible telle que P~'AP soit
diagonale.
De plus on a vu dans I'exercice 10.6 que les valeurs propres de A sont 2 et 4 et que leurs sous-espaces propres

associés respectifs sont :
Es(A) = Vect ( G)) et E4(A) = Vect < (_11)>

On en déduit que <<i> 5 <_11>) est une base de M3 1(R) formée de vecteurs propres de A (c’est la concaté-

nation de bases des sous-espaces propres de A), donc que A = PDP~! avec :

11 2 0
P_<1 1) et D‘(o 4)
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