Applications lineaires

ECG Maths Appliquées
Semestre 3

Dans tout ce chapitre, E et F' désigne deux espaces vectoriels et (n,p) est un couple d’entiers naturels non nuls.
A. Généralités

A.1. Définitions et propriétés

Définition 10.1

On dit qu'une application f de E dans F' est linéaire si elle vérifie :

1. V(z,y) € E?, f(z+y) = f(z) + f(y)
2. Ve e E, VAER, f(Ax) = Af(x).

Exemples 101 a. Si E = F, 'application Idg : F — E définie par Idg(z) = = est une application linéaire de
E dans FE, appelée identité de E. Elle est aussi souvent notée Id s’il n’y a pas de risque de
confusion quant a ’ensemble de définition.

b. Plus généralement, si £ = F et A € R, 'application AId est une application linéaire de F
dans E, souvent appelée homothétie vectorielle.

Proposition 10.2

Si f est une application linéaire de E dans F', alors :

f0g) =0r et VzekE, f(-7)=—f(z)

Remarques a. Il s’agit de résultats importants, a bien retenir.

b. Ces résultats sont des conséquences immédiates de la définition (avec A = 0 et A = —1) et
des propriétés fondamentales des calculs dans un espace vectoriel.

Proposition 10.3

Soit f une application de F dans F'.

1. f est une application linéaire si et seulement si :
V(z,y) € B*, VAER, f(Az+y) = Af(z)+ f(y)

7. Si f est une application linéaire de £ dans F, alors :

Vn € N*, V(zi)1<i<n € E", V(XNi)igicn €R™, f (Z /\imi) =D dif(a)
=1 i=1

Remarque En pratique, pour démontrer qu’une application est linéaire, on utilisera le plus souvent le
premier point de cette proposition, et non la définition.



2 10. Applications linéaires

Preuve i. o Supposons que f soit linéaire. On a alors :
Y(u,v) € E%, f(u+v) = f(u)+ f(v) (10.1)
et :
Yu e E, VAR, f(Au) = Af(u) (10.2)

En utilisant (W), on obtient :
V(z,y) € E%, VAER, f(\z+y) = f(Ax) + f(y)
puis, en utilisant () :

Y(z,y) € E%, YAER, f(Az+y) = \f(2)+ f(y)

© Réciproquement, supposons que :
V(z,y) € E?, YA ER, f(hax+y) =\f(z) + f(y) (10.3)
En prenant A = 1, on obtient :
V(x,y) € B, f(z+y) = f2)+ f(y)
et par ailleurs, en prenant y = Or dans (ITX3), on obtient :

Ve e E, VA eR, f(Ax) = f(Ax + 0g)
= Af(z) + f(0p)
=Af(z)+0p
= ()

7. Se déduit du point 7 par récurrence.

Exercice 10.1  On considére I'application f : R? — R* définie par :

Y(zy,20) € R?, f(x1,22) = (21 4 229,0, 221 + 4a5)

Montrer que f est une application linéaire.

Exercice 10.2  Soit n et p deux entiers naturels non nuls et M une matrice de M, ,(R).
Montrer que 'application f : X — MX est une application linéaire de M, ;1 (R) dans M,, 1(R)

Définition 10.4

On appelle :
i. endomorphisme de F toute application linéaire f de £ dans E,

7i. isomorphisme de E dans F' toute application linéaire bijective de F dans F.

Remarques a. Un endomorphisme bijectif de E est appelé automorphisme de E (terme hors programme).

b. Une application linéaire de E dans R est appelée forme linéaire sur E (terme hors pro-
gramme).

¢. On dit qu’'un sous-espace vectoriel F' de E est stable par un endomorphisme f si f(F) est
inclus dans F, c’est-a-dire si : Vo € F, f(z) € F (notion hors-programme).

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



w

A. Généralités

A.2. Structure de I'ensemble des applications linéaires

Proposition 10.5

i. L’ensemble L(FE, F) des applications linéaires de E dans F' est un espace vectoriel.
it. L’ensemble L£(F) des endomorphismes de E est un espace vectoriel.

755. Si f est une application linéaire de F dans F’ et si g est une application linéaire de F' dans G, alors
g o f est une application linéaire de F dans G.

Remarque Attention, I’ensemble des isomorphismes de E dans F n’est pas un espace vectoriel. En effet,
il n’est pas stable par combinaison linéaire puisque, si f est un isomorphisme de F dans F,
c’est aussi le cas de —f, mais pas de f — f = Oz (g, F), qui n'est pas bijective de E' dans F' si

E#{0g} et F'# {0p}.

Définition 10.6

On dit que deux endomorphismes f et g de £ commutent si: fog=go f.

Proposition 10.7

Si f est un isomorphisme de E dans F, alors f~! est un isomorphisme de F dans FE.

Exercice 103  Démontrer la proposition D4

Proposition 10.8

Soient f,g et h des endomorphismes de E. On a :

(f+g)oh=foh+goh et fo(g+h)=fog+goh

Remarque Ces deux résultats se démontrent de maniere immédiate, le premier a l'aide de la définition de
la composition et de la somme de deux applications (linéaires ou non), la seconde a ’aide de la
définition de la composition et de la linéarité de f.

A.3. Noyau et image d'une application linéaire

Définition 10.9

Soit f une application linéaire de E dans F. On appelle :
i. noyau de f 'ensemble Ker(f) ={z € E / f(z) =0r},
ii. image de f l'ensemble Im(f) = f(E) = {f(z), z € E}.

Remarques a. D’apres la proposition I, le noyau d’une application linéaire f de E dans F' n’est jamais
vide, puisqu’il contient toujours le vecteur nul de I'espace vectoriel E.

Lorsque Ker(f) = {0g}, on dit que le noyau de f est « réduit au vecteur nul ».

b. Bien retenir que, si f € L(E,F), Ker(f) est formé d’éléments de E, tandis que Im(f) est
formé d’éléments de F'.

Exercice 10.4  Soit f : R2 — R* I’application définie par :
V(I17I2> S ]Rz, f(l‘l, 1‘2) = (IZ?l + 229,0, 221 + 4$2)

On a vu que f est une application linéaire. Déterminer son noyau et son image.
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4 10. Applications linéaires

Proposition 10.10

Soit f une application linéaire de F dans F.
i. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

it. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Exercice 10.5  Démontrer la proposition ITIM.

Proposition 10.11

Soit f une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie et si (z;)1<ign st une famille
génératrice de E, alors Im(f) est de dimension finie et (f(z;))1<i<n €st une famille génératrice de Im(f) ;
autrement dit :

E = Vect((zi)1<i<n) = Tm(f) = Vect((f(2i))1<i<n)

Exercice 10.6  Démontrer la proposition DT

Théoreme 10.12

Si E est de dimension finie non nulle admettant une base B = (ey,...,e,) est et si f est une application
linéaire de E dans F, alors f est entierement définie par la donnée des images des vecteurs de B.

Plus précisément, si f et g sont deux applications linéaires de E dans F telles que f(e;) = g(e;) pour
tout 7 € [1,n], alors : f = g.

Preuve o Soit f € L(E, F). On suppose les images par f des vecteurs de B connues.

Soit x € E. Comme B est une base de E; il existe (z1,...,z,) € R™ tel que :

n
Xr = Z €T;€;
i=1
et alors, comme f est linéaire :
n
flx) = inf(ei)
i=1

donc la connaissance de f(e1),..., f(en) assure la connaissance de f(x) pour tout x € E.

o Soit f et g deux applications linéaires de F dans F. On suppose que :
Vie [1,n], fle) = g(es). (10.4)

Soit z € E. Comme B est une base de E, il existe (z1,...,z,) € R™ tel que :

n
xr = Z €T;€;
i=1
et alors, comme f et g sont linéaires :
n n
flx) = inf(ei) et g(x) = ing(ei)
i=1 i=1
et donc, d’apres (A) :

f(x) =g()

donc, cette égalité étant valable pour tout z € E : f = g.
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B. Injectivité, surjectivité, bijectivité 5

A.4. Théoreme du rang

Théoreme 10.13 » Théoréeme du rang

Soit f une application linéaire de FE dans F. Si E est de dimension finie, alors Ker(f) et Im(f) sont de
dimensions finies et :

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)
L’entier dim(Im(f)) est alors appelé rang de f et noté rg(f).

Remarques a. Si f € L(E,F) et si F est de dimension finie, on a toujours : rg(f) < dim(F) (puisque Im(f)
est un sous-espace vectoriel de F).

b. Si f € L(E,F) et si F est de dimension finie, on a toujours : rg(f) < dim(E) (en application
de mTm).

B. Injectivite, surjectivité, bijectivitée

B.1. Caractérisation des applications linéaires injectives, surjectives

Théoreme 10.14

Soit f une application linéaire de E dans F.
i.  f est injective sur F si et seulement si : Ker(f) = {0g}.

it. f est surjective de E dans F si et seulement si : Im(f) = F.

Exercice 10.7  Démontrer la proposition IT4.

Exercice 10.8  Soit F et F' deux espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et n un entier naturel

non nul. On suppose que E est de dimension finie n et on considére une base (x1,...,x,) de E.

1. Montrer que f est injective sur F si et seulement si la famille (f(z1),..., f(z,)) est libre
dans F.

2. Montrer que f est surjective de F dans F' si et seulement si la famille (f(x1),..., f(z,))

est génératrice de F'.

3. Montrer que f est bijective de E sur F' si et seulement si la famille (f(z1),..., f(z,)) est
une base de F'.

Remarques a. Attention, GL(E) n’est en général pas un espace vectoriel puisque la somme d’automor-
phismes de F n’est pas toujours un automorphisme de F.

b. Les propriétés énoncés ci-avant sont immédiates et la preuve en est laissée au soin du lecteur.

B.2. Caractérisation des isomorphismes en dimension finie

Théoreme 10.15

On suppose que E et F sont de méme dimension finie et que f est une application linéaire de F
dans F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective sur F,
7. [ est surjective de F sur F,
155. [ est bijective de E sur F'.

Remarques a. Ce théoreme est trés utile pour démontrer qu'une application linéaire f de E dans F' est
bijective. Si E et F sont de méme dimension finie, on commence ainsi par étudier I'injectivité
de f, car celle-ci est souvent plus simple a établir que la surjectivité.
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6 10. Applications linéaires

b. Attention & la précision dans l'application de ce théoreme. En particulier, on rappellera
systématiquement que E et F' sont de méme dimension finie, et on évitera un vague « on est
en dimension finie », qui ne veut pas dire grand chose

Preuve 1) = i1) Supposons que f soit injective. On a alors :
Ker(f) = {0}
De plus, comme E est de dimension finie, on a, d’apres le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

donc, comme Ker(f) = {0} :
dim(Im(f)) = dim(E)

et comme dim(F) = dim(F) :
dim(Im(f)) = dim(F)

De plus, f est une application linéaire de E dans F', donc on a :
Im(f) C F

et donc, avec ’égalité des dimensions :
Im(f) = F

donc f est surjective.
i1) = 44i) Supposons que f soit surjective de F sur F. On a donc :

Im(f) = F
De plus, comme E est de dimension finie, on a, d’apres le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)
donc, comme Im(f) = F et dim(F) = dim(F) :
dim(Ker(f)) =0

d’ou :
Ker(f) = {0}
donc f est injective. Etant injective et surjective de E sur F, f est donc bijective de E sur F.

i11) = 1) Si f est bijective de F sur F, alors f est injective sur F, non?
([l

Proposition 10.16

On suppose que F est de dimension finie et que f est un endomorphisme de E. On a :
fEGL(E)<=3dge L(E)/gof=idg ou fog=idg

De plus, si go f =idg ou f o g =idg, alors f et g sont réciproques I'une de I’autre.

Remarque Attention, cette proposition n’est valable que si E est de dimension finie.
Par exemple, si E est 'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R, si ¢ : f — f et si 9 est
I’application qui a f € E associe sa primitive nulle en 0, alors ¢ o9 = idg mais ¢ et 1 ne sont
pas réciproques l'une de l'autre, ni méme bijectives puisque 1) o ¢ # idg (par exemple, si f est
la fonction constante égale a 1, alors on a : o p(f) =0 # f).
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C. Matrice d'une application linéaire 7

Preuve © Supposons que f soit un automorphisme de E. Il existe alors un endomorphisme f de E
tel que : go f =idg et fog=idg, donc tel que go f =idg ou fog=idg.
o Réciproquement, supposons qu’il existe un endomorphisme g de E tel que go f = idg ou
fog=idg.
Les deux cas étant similaires (f et g jouant des rdles symétriques), on suppose pour
simplifier que : g o f = idg. On a alors, pour tout = € E et comme g est linéaire :

xz € Ker(f) = f(x)=0
= go f(z) =0
—x=0

donc, comme 0 appartient a Ker(f) :
Ker(f) = {0}.

f est donc injectif. Comme E est de dimension finie, il en découle que f est bijective
d’aprés (13). 11 en découle alors :

(goflof~t=f"

et donc :
g=1r"!

C. Matrice d'une application linéaire

C.1. Matrice d'une application linéaire relative a un couple de bases

Dans ce paragraphe, on suppose que F et F' sont de dimensions finies non nulles, respectivement égales a p et
n. On considere également une base B = (e;)1<j<p de E et une base C = (g;)1<icn de F.

Définition 10.17

Soit f une application linéaire de E dans F. On envisage les familles (m;1)1<i<ns - --» (Mip)i<i<n de
réels telles que :

Vi€ L], fleg) = mije
=1

Avec ces notations, la matrice M = (m; ;)i<i<n de M, »(R) est appelée matrice de f relativement
1<j<p
aux base B et C (ou matrice représentative de f de B a C) et notée mate g(f).

Remarques a. En pratique, pour obtenir la matrice représentative de f relativement aux bases B et C, on
calcule f(e1),..., f(ep) puis on écrit en colonne leurs coordonnées dans la base C.

b. Dans le casou E = F et B = C, la matrice M est plus simplement appelée matrice représen-
tative de f dans la base B et notée matg(f).

¢. Dansle cas particulier ou F = RP et F' = R" et ou B et C sont les bases canoniques respectives
de E et de F, on dit que M est la matrice canoniquement associée & f.

d. Quand on donne la matrice représentative d’une application linéaire, il est essentiel de préciser
les bases considérées : si les bases changent, la matrice change!

Exemples 10.2 a. La matrice représentative de 'endomorphisme nul de R™ dans une base quelconque de R™
est la matrice nulle.

b. La matrice représentative de ’endomorphisme identité de F dans une base quelconque de E
est la matrice identité I,. Attention, si B et B’ sont deux bases distinctes de E, la matrice
représentative de I'endomorphisme identité de I n’est pas égale a la matrice Ip,.
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8 10. Applications linéaires

c. Si E =Rylx], F =R? et si f est I'application linéaire de E dans F' définie par :
VP € Ro[z], f(P)=(P(1),P(1)+ P(=2))
alors on a, en notant (eg, e1, e2) la base canonique de Ry[x] :
fleo) =(1,2), fler) =(1,-1) et fle2) =(1,5)
donc la matrice représentative de f relativement aux bases canoniques respectives de E et
Fest:
1 1 1
2 -1 5

d. Si F est un espace vectoriel de dimension finie non nulle n et si f est une forme linéaire sur
E, la matrice représentative de f dans une base de E est une matrice ligne.

Théoreme 10.18

L’application ¢ de L(E, F') dans M,, ,(R) qui & une application f associe sa matrice mate s(f) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Exercice 10.9  Démontrer la proposition ITITS.

Remarques a. En particulier, ce résultat prouve que, si E et F sont de dimension finie, une application
linéaire est entierement déterminée par la connaissance des images des vecteurs d'une base
de E, que 'on peut déterminer a partir de sa matrice représentative.

b. Attention & la formulation : si 'on change de base, une matrice représentative représen-

tera potentiellement plusieurs applications linéaires et une méme application linéaire aura
potentiellement plusieurs matrices représentatives différentes.

C.2. Liens entre opeérations sur les applications linéaires et opérations matri-
cielles

Théoreme 10.19

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles, respectivement égales a p et n.
Soit B une base de E et C une base de F.

Soit f une application linéaire de E dans F et M sa matrice relativement aux bases B et C.
P

Pour tout vecteur x = Z x;e; de E, en notant X = (z;)1<i<p la colonne des coordonnées de z dans 5,
i=1
MX est la colonne des coordonnées de f(x) dans la base C; autrement dit :

Si MX = (yi)1<ign, alors : f(x) = Zyz &
=1

Preuve On note : B = (¢j)i1<j<p, C = (€i)1<i<n €6 M = (m; j)1<ign. Par définition de M, on a donc :
1<j<p

Vi€ [Lpl, fle;) = mijei
i=1

Soit alors z un vecteur de F/, X la colonne de ses coordonnées dans B. On note :
X =(zihicicp e MX = (yi)i<i<n

On a donc :

p
xr = E Tj€j
j=1
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C. Matrice d'une application linéaire 9

Remarques

et alors, comme f est linéaire :

j=1
p n

= E T E m; ;€
7j=1 =1
n

= E m; ;| €
i=1 \j=1
n

= Yi€i
=1

ce qui prouve que M X est la colonne des coordonnées de f(z) dans la base C.
a

a. Attention a la formulation du résultat. Ainsi, il faudra veiller & ne pas confondre M X et
f(z), sauf si ’énoncé I'autorise.

b. De méme, il ne faut pas dire que M X « représente » f(x) sans mentionner de base.

c. L’intérét principal de cette proposition apparait dans la proposition suivante.

Proposition 10.20

i.

Soit E, F et G trois espaces vectoriels sur R, de dimensions respectives p,n et r non nulles. Soit Bg, Bp
et B des bases respectives de E, F et G. On a :

v(fv g) € ([’(EvF))Qa matBF,BE(f +g) = matBF-,BE(f) +matBF,BE(g)
Vf e E(E,F), VA €eR, matBFVBE()\ . f) =\ matg, By (f)
iwi. Y(f,9) € L(E,F) x L(F,G), matg, p,(go f) =matg, 5. (9) X matp, 5, (f)

Preuve

Les points 7 et ¢ ont déja été établis dans la preuve de IITR.
Soit f une application linéaire de E dans F' et g une application linéaire de F' dans G. Pour
simplifier, on note :

My = matg,. 5, (f), Mg=matp,p.(9), Mgy =matp;p.(g90f) et N =MM;

Soit # un vecteur de E. On note :

y=[f(x), z2=gy)
et on note alors X, Y et Z les colonnes des coordonnées respectives de x, y et z dans les bases
Bg, Br et Bg.
D’apres 20, on a d’une part, comme y = f(x) et z = g(y) :

Y =M X, Z=DMY
et d’autre part, comme z = (g o f)(z) :
Z = Mgos X

donc :

Mooy X = MgM¢ X

=NX
Notons alors Bg = (e;)1<igp- La derniére égalité étant valable pour tout vecteur X de M, 1(R),
elle I'est en particulier pour les colonnes X1, ..., X, représentatives de ey, ..., e, dans la base
By, c’est-a-dire pour les vecteurs Xy, ..., X, formant la base canonique de M, 1(R) et :
Vi € [[].,pﬂ s Mgoin = .Z\/v)(Z

reme

colonne de Mgy est égale a la ¢ colonne de

eme

ce qui signifie que, pour tout i € [1,p], la ¢
N, et prouve donc que :
Mgor =N
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10 10. Applications linéaires

Remarques a. Le plus souvent dans les sujets de concours, on se situe dans le casot E=F =G (et f et g
sont donc des endomorphismes de E), ce qui simplifie beaucoup les notations.

b. En particulier, on en déduit de maniére immédiate le résultat suivant :

Proposition 10.21

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle, B une base de E, f et g deux endomorphismes
de E, de matrices représentatives respectives My et M, dans la méme base B.
f et g commutent si et seulement si My et M, commutent ; autrement dit :

fog=gof<+= MyMy, = M;M;

Théoreme 10.22

Soit F et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles, f une application linéaire de E
dans F' et M la matrice représentative de f relativement a deux bases quelconques de E et F. On a :

rg(f) = 1g(M)

Preuve Soient B = (e;)1<j<p une base de E et C une base de F'. Comme f est une application linéaire
de E dans F, la famille (f(e;))1<j<p est alors une famille génératrice de Im(f), donc :

rg(f) = dim(Vect(f(e1), - - ., f(ep))
= rg(f(el), YR f(ep))

De plus, par définition de la matrice M associée & f relativement aux bases B et C, les colonnes
respectives de M sont les colonnes des coordonnées des vecteurs f(eq),..., f(ep) dans la base
C, donc M est la matrice de la famille de vecteurs (f(e1),..., f(ep)) dans la base C et donc :

O
Proposition 10.23

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de méme dimension finie non nulle, B et C des bases respectives
de F et F, f une application linéaire de F dans F'.
f est bijective si et seulement si matc g(f) est inversible et, dans ce cas :

[matc 5(f)] " = matgc(f ")

Exercice 10.10 Démontrer la proposition IT23.

Remarques a. Si E et F sont des espaces vectoriels de méme dimension finie non nulle et si f est une
application linéaire de E dans F, on peut donc prouver que f est un isomorphisme en
prouvant 'inversibilité de 'une de ses matrices représentatives.

b. Réciproquement, si M est une matrice carrée et si f est une application linéaire de E' dans F’
dont la matrice associée dans des bases B et C est M, on peut montrer que M est inversible et
déterminer son inverse M ~! en montrant que f est bijective et en déterminant sa réciproque
f~! puis en écrivant sa matrice relativement aux bases C et B.

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



C. Matrice d'une application linéaire 1

C.3. Matrices de passage

Définition 10.24

Soit E un espace vectoriel et B = (e1,...,e,), B/ = (€],...,e,) deux bases de E.
La matrice de I'application identité Idg relativement aux bases B’ et B est appelée matrice de passage
de B & B’ et notée Pg .

Remarque En pratique, pour obtenir la matrice Pg s, il suffit de chercher les coordonnées des vecteurs
€l,...,el dans la base B puis d’écrire, en colonne et dans cet ordre, les coefficients de €], ..., el,
dans B.

Exemples 103 a. Si B = B, la matrice de passage de B & B’ est la matrice identité.
b. Si E = R3 B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) (donc B est la base canonique de R3) et si

B = ((1,2 0) (2,1,0),(=1,1,-1)) (on laisse le soin au lecteur de vérifier qu’il s’agit bien
d'une base de R?), alors :
1 2 -1
Psp=|2 1 1
0 0 -1

¢. Avec les notations précédentes, pour trouver la matrice de passage de B’ & B, on peut noter
B = (e1,e2,e3), B = (e}, ¢€h,e4) puis exprimer ey, ea,e3 en fonction de e, eh, e5. Pour cela
on remarque que :
e1+ 2es =€}
2e1 +ex =€)
—e1 +eg —e3 =ceh

donc, en faisant Lo < Lo — 214 :

e1+ 2ex =€}
—3ey = —2¢} + €},

—e1+ ey —e3=c¢h
et alors, par substitution (dans la premiére puis la derniére ligne) :

2

e1=—ge+ 3¢
— 1 7
62—561 362
es =¢€) —eh— el

On en déduit la matrice Pg/ g en écrivant en colonne et dans cet ordre les coefficients dans
B’ de e, ea, €3

1
Pys=z|2 -1 -3
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12 10. Applications linéaires

C.4. Dimensionsde L(E, F) et L(E)

Proposition 10.25

Si E et F sont des R-espaces vectoriels de dimensions finies, alors on a :
dim(L(E, F)) = dim(FE) x dim(F)
En particulier, si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, alors :

dim(£(E)) = [dim(E)]?

Preuve On suppose que E et F sont de dimensions finies, respectivement p et n.
Sip=0oun=0, L(E, F) ne contient que 'application nulle, et est donc de dimension 0 = np.
Supposons maintenant que p et n soient tous deux non nuls. D’apres IR, L(E, F') et M,, ,(R)
sont isomorphes, donc :
dim(L(E, F)) = dim(M,,,(R))

d’ou :
dim(L(E, F)) = np

D. Correction des exercices

Correction de I'exercice 10-1
Soit u = (z,y) et v = (2’,y) deux éléments de R2. Soit A un réel. On a :
Mu+v=Az+2\y+7v)
donc :
fOu+v)=((Az+2)+20y+y),0,2(A\z+2")+4 Ay +y'))
=A@ +2y) + (" +2¢),0, A (2z + 4y) + (22" +4y'))
=\ (7 + 2y,0,2x +4y) + (2’ +2¢/,0,22" + 4y)
Af(u) + f(v)

donc f est une application linéaire.

Correction de I'exercice 10-2

Pour tout X € M, 1(R), MX est bien défini et appartient & M,, ; (R) puisque M appartient & M,, ,(R), donc
f est une application de M, ;(R) dans M,, 1 (R).
De plus on a, pour tout couple (X,Y) d’éléments de M, 1(R) et pour tout réel A :

FOX4+Y)=MOAX+Y)
= A\MX + MY
= M(X) + f(Y)

donc f est linéaire.

Correction de I’exercice 10-3

Supposons que f soit un isomorphisme de E sur F. Alors f~! est une application de F dans E.
Soit alors (z,y) € F? et A € R. Comme f est bijective de E sur F, il existe (u,v) € E? tel que :

z=f(u) et y=f(v)
et on a alors, par linéarité de f :
F Oz +y) = T (u) + f(v))

= [ (f(Ou+ )
= u—+wv

=MTHa) + 7 Y)
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D. Correction des exercices 13

donc f~! est linéaire de F dans E : c’est un isomorphisme de F dans E.

Correction de I’exercice 10-4
o Soit u = (z,y) € R?. Par définition :
u € Ker(f) <= f(z,y) = (0,0,0)

r+2y=0
20 +4y =0

= =2y
= u=(-2y,y)
= u=y(-2,1)

donc :
Ker(f) = Vect((—2,1))

e Ona:
Im(f) = {f(z,y), (z,y) € R*}
= {(z +2y,0,2z + 4y), (z,y) € RQ}
= {(1,0,2) +y(2,0,4), (z,y) € R?}
= Vect((1,0,2),(2,0,4))
= Vect((1,0,2))
Correction de I’exercice 10-5

i.  Ker(f) est inclus dans F par définition et n’est pas vide car il contient 0 d’apres 2. Par ailleurs, comme
f est linéaire, on a :

V(z,y) € (Ker(f))?, VAR, f(Az +y) = Af(x) + f(y)
= \0p + Op

:OF

d’ot :
V(z,y) € (Ker(f))?, VA€ R, Mz +y € Ker(f)

ce qui permet de conclure que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

it. Par définition Im(f) est inclus dans F" et n’est pas vide car Op appartient & Im(f) d’apres 2. Soit alors
(z,y) € (Im(f))? et A € R. Par définition, il existe donc (u,v) € E? tel que :

= f(u) et y=f(v)
et on a alors, comme f est linéaire, on a :

At +y = Af(u) + £(v)
= f(wu +v)

donc Az + y appartient & Im(f) et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Correction de I’exercice 10-6

Soit (z;)1<i<n une famille génératrice de E. Notons déja que f(z1),..., f(z,) appartiennent & Im(f) par défi-
nition donc, comme Im(f) est un sous-espace vectoriel de F :

Veet((f(x:))1<i<n) C Im(f)

Réciproquement, soit y € Im(f). Il existe donc = € E tel que y = f(x). De plus, comme (x;)1<ign €St une
famille génératrice de F, il existe des réels A1, ..., A, tels que :

n
i=1
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14 10. Applications linéaires

et alors, par linéarité de f :

f(z)
Aif (i)

Y

i=1

donc y appartient & Vect(f(z1),..., f(z,)) et :
Im(f) C Vect((f(i))1<i<n)

ce qui prouve ’égalité des deux ensembles par double inclusion.

Correction de I’exercice 10-7
i. © Supposons que f soit injective. On a alors, comme f est linéaire :
f(z) =0F < f(z) = f(0p)

donc, comme [ est injective :
f(x):0F<:>ac:OE

ce qui prouve que Ker(f) = {0g}.
o Réciproquement, supposons que Ker(f) = {0g}. Pour tout (z,y) € E?, on a :

)= fly) = f(x) = fy) =0F

donc, comme f est linéaire :

ce qui prouve que f est injective.
it.  f est une application de E dans F' donc elle est surjective si et seulement si f(E) = F, donc si et seulement

si:Im(f)=F.
Correction de I’exercice 10-8
1. © Supposons que f soit injective et considérons des réels A1, ..., A,. Par linéarité de f, on a :

ZAkf(xk) =0~ f(Z >\kl’k> =0
=1 =1

— Z ey € Ker(f)

k=1

donc, d’apres I 14 :

Z)\kf((bk) =0« Z)\kxk =0

k=1 k=1
donc, comme la famille (z1,...,x,) est libre (c’est une base de E) :
k=1

ce qui prouve que la famille (f(x1),..., f(x,)) est libre dans F.
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D. Correction des exercices 15

¢ Réciproquement, supposons que la famille (f(z1), ..., f(z,)) soit libre dans F' et considérons un élément
x de E. Comme (z1,...,2,) est une base de E, il existe des réels \1,..., A, tels que :

n
xr = E /\kl‘k
k=1

et alors, comme f est linéaire :

x € Ker(f) < f(x) =0

= > Mef(zr) =0
k=1

d’ot1, comme la famille (f(x1),..., f(x,)) est libre :

zeKer(f)<= A =--=X,=0
< =0

ce qui prouve que Ker(f) = {0} et donc que f est injective.

2. Comme (z1,...,%,) est une base de E, on sait que :

Im(f) = Vect(f(z1),..., f(zn))

donc :

f est surjective de E sur F <= Im(f) = F
< F = Vect(f(z1),..., f(zn))
<~ (f(z1),..., f(xn) est génératrice de F

3. Il suffit de combiner les résultats des deux questions précédentes, f étant bijective si et seulement si elle est
injective et surjective.

Correction de I’exercice 10-9

o Par définition, ¢ est une application de L(E, F) dans M,, ,(R). Soit alors (f, g) un couple d’éléments de
L(E,F). On note :

o(f) =M = (mijhici<n et @(g) =N = (nij)i<i<n

1<j<p 1<j<p
On a donc : N N
vje[Lp], fle;) = Zmi,jfi et g(ej) = Z”i,jgi
i=1 i=1
d’ou :

n

Vi€ [Lpls (M +9)(es) = Af(ej) +g(e;) = > (Amij+nij) e

i=1

On en déduit :

A f+9) = (Amij+n4j)i1<ico =AM + N
1<j<p

c’est-a-dire :
P(Af +9) = Xp(f) +©(9)

ce qui prouve que ¢ est linéaire.

o Soit f € L(E,F) etz € E. Comme (e,...,e,) est une base de E, il existe des réels Aq,...,\, tels que :

et alors, comme f est linéaire :
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16 10. Applications linéaires

De plus on a :

f€Ker(p) <= ¢(f) =0
—Vje HLpﬂv f(ej):(J
—VaxekE, f(r)=0
= f=0,&r

et comme Oz (g p) appartient a Ker(yp) :
Ker(¢) = {0z(z,r)}
ce qui prouve que ¢ est injective.

 Enfin, pour tout M = (m; ;)i1<i<n, si on considere I'application linéaire f de E dans F' définie par :
1<g<p

P nop
Vee B [ x= E zje;, f(z)= g g LM 5€5
j=1 i=1 j=1
alors on a en particulier :

Vi€ [Lpl, fle;) =Y mije;
i=1

donc ¢(f) = M, ce qui prouve que ¢ est surjective.

 Finalement ¢ est linéaire de L(E, F') dans M,, ,(R), injective et surjective, donc bijective et c’est ainsi un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Correction de I’exercice 10-10
On note n la dimension commune de E et F.

e Supposons que [ soit bijective de F sur F. On a alors :
foflt=Idp et flof=Idg

donc :
mate 5(f) x matgc(f~") = matgc(f') x mate 5(f) = I

donc mate g(f) est inversible et :

[mate 5(f)] " = matge(f71)

o Réciproquement, supposons que mate (f) est inversible et notons g l'application linéaire de F' dans E
dont la matrice relative aux bases C et B est [mate 5( £ On a alors :

mate 5(f) [mate 5(f)] " = [mate,s(f)] " mate s(f) = In

donc :
Jog=Idr et gof=Idg

ce qui prouve que f est bijective et que g = f~ L.
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