Espaces vectoriels

ECG Maths Appliquées
Semestre 3

Nous avons vu dans le chapitre 6 que l’ensemble des solutions d’un systeme homogene . a des propriétés
remarquables de stabilité par combinaison linéaire (si (z,y) est un couple de solutions du systéme homogéne .7
et si A est un réel quelconque, alors Az + y est encore solution de .%).

Ces propriétés remarquables, que 1’on rencontre dans un grand nombre d’ensembles (énsembles des suites réelles,
ensemble des polynodmes, ensemble des matrices carrées d’ordre n,...) nolispamenent & étudier, dans un cadre
plus général, les ensembles stables par combinaison linéaire.

Par analogie avec le plan ou l'espace étudiés au collége et au lycée en géométrie plane et dans ’espace, qui sont
eux-mémes stables par combinaison linéaire et dont les éléments sont appelés vecteurs, un tel ensemble sera
appelé espace vectoriel.

A. Exemples introductifs

A.1. L'ensemble R"”

Par analogie avec les opérations usuelles de la géométrie plane et de la géométrie dans ’espace, on définit sur
R™ les opérations suivantes :

7. L’addition, notée +, que ’on définit par :
V(x,y) € (Rn)2 /= (T:)1<icAny = Wi)igi<n, T+ Y= (zi + Yi)i<i<n

Ainsi, 'addition de deux éléments de R™ se fait enreffectuant I'addition composante par composante.

7. La multiplication par un scalaire, netée¢ “jnque ’'on définit par :
Vo = (wi)lgign c Rn, VA e R, Ax= ()\-Ti)lgign

Ainsi, la multiplication d’un élément de,R™par un scalaire A se fait en multipliant chaque composante de
T par .

On vérifie alors que ces deux opérations ont les propriétés suivantes :
e V(z,y) € (R")?, o 4+y=y+u,
« V(@,y,2) € R, (z4y) F2 =1+ (y+2),
o V(zi)igisn € R™, (%i)1<ign T (0)1<i<n = (Ti)1<igns
« V(i)icicn € R, (@i)1dicn + (—2i)1<icn = (0)1<icn,
e VAER, V(z,y) e RSN (z+y)=A-z+ A\,
o V(N u)ER2, VZ €R?, A+ p)-z2=X-2+pu-x,
o V(N p) R Vz € R") (Ap) -z =X\ (u-x),
e VxeR" 1-xz=ux.

On dira que les opérations + et - confere a R™ une structure d’espace vectoriel sur R.

A.2. L'ensemble A(/,R)

Dans cette sous-partie, I désigne une partie de R et ’'on note E = A(I,R) ’ensemble des applications de I dans
R. Sur cet ensemble, on définit les opérations suivantes :

1. L’addition, notée +, que 'on définit par :

V(f.9) € B?, Vo € I, (f +g)(z) = f(z) + g(2)
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7. La multiplication par un scalaire, notée -, que 'on définit par :

VfeE VAER, Ve el, (A f)(z) = Af(z)

On vérifie alors que ces deux opérations ont les propriétés suivantes (0g désignant ’application constante nulle
sur E) :

s Y(fi9) € E? f+g=g+f,

o Y(f,9.h) € B% (f+g)+h=[+(g9+h),
e VfEE, f+05=/F,

e VfeE, f+(-f)=0g,

« VAER, V(f,9) € B2, A-(f+g) =
e YO\, u) ER2, VFEE, AN+upu) - f=
o YV p) ER? VFEE, (\u)-f=X(u-f),
e VfEE, 1-f=F.

A nouveau, on dira que les opérations + et - confere a E une structure d’espace vectoriel sur R.
Nous allons maintenant généraliser ces propriétés a d’autres ensembles pour pouvoir étudier la construction de
leurs éléments.

B. Espaces vectoriels

B.1. Structure d'ensemble

Définition 10.1

On appelle espace vectoriel tout triplet (E,+,-) ayant les propriétés suivantes :
i. FE est un ensemble non vide,

1. + est une loi de composition interne sur E, appelée addition interne, ayant les propriétés suivantes :

e V(z,y) € E?, z +y =y +z (Paddition est dite commutative),

o V(z,y,2) € B3, (x+y)+2z=x+ (y+2) (Paddition est dite associative),

e 30g € E /Vx € E, x+0g =z (0 est appelé élément neutre de E),

e Ve e E, Jy, € E /x4y, =0g (un tel élément y, est appelé symétrique de = pour 'addition

et en général noté —z).

741. - est une loi de composition externe sur F, appelée multiplication externe, ayant les propriétés
suivantes :

e VAER, V(z,y) € E2, A-(z+y)=A-2+ Xy,
e VN u) ER2, V2 eE, AN +p) 2=\ z+pu-x,
e VN p) ER2, Ve e E, Mp) -z =X (- x),

e VxeFE 1 -z=ux.

Remarques On verra plus loin qu’en pratique cette définition n’est jamais utilisée aux concours.

b. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, pour tout A € R et = € E, le produit A - x sera plus
simplement noté Ax.

c. Pour plus de simplicité, si x et y désignent deux vecteurs de F, le vecteur x + (—y) sera plus
simplement noté x — y.

d. Dans la pratique, les opérations + et - ainsi que ’ensemble R sont connus sans ambiguité et
on convient donc de parler de I'espace vectoriel F pour le triplet (E, 4+, ).

e. Comme il n’y a en général pas de doute quant au type de vecteurs considérés, le vecteur O
est souvent noté 0 pour plus de simplicité.

f. Retenir qu’un espace vectoriel n’est jamais vide!
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C. Sous-espaces vectoriels

Proposition 10.2

Dans cette proposition, n et p désignent deux entiers naturels et les lois + et - sont supposées étre les
lois usuelles sur les ensembles considérés.

i. (R™ +,-) (sim > 1) est un espace vectoriel, dont I’élément neutre Og-» pour la loi + est le vecteur
dont toutes les composantes sont nulles.

. (M p(R),+,-) est un espace vectoriel, dont I’élément neutre pour la loi + est la matrice nulle.

iti. En notant R,[z] Pensemble des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal & n, (R, [z], +,-) est
un espace vectoriel, dont 1’élément neutre pour la loi + est le polynéme nul.

B.2. Regles de calcul dans un espace vectoriel

Proposition 10.3

Soit E un espace vectoriel, (z,y) un couple d’éléments de E et A un scalaire.

. AMM=0<=A=0oux=0.
it. (=A)-xz=—-(\z).

Proposition 10.4

Soit E un espace vectoriel On a :

V(l'i)lgign € .En7 V()\i)lgign € Rn, Z)\zxz cF
=1

C. Sous-espaces vectoriels

C.1. Définition et caractérisation des sous-espaces vectoriels

Définition 10.5

Soit F un espace vectoriel sur R. On appelle sous-espace vectoriel de F tout sous-ensemble F' de F
ayant les propriétés suivantes :

1. F n’est pas vide,
ii. F est stable par + : V(z,y) € F?, x +y € F
7. F est stable par - :Vx € F, VAER, \x € F

Proposition 10.6

Soit E un espace vectoriel sur R. Un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :
Op € F et V(z,y) € F?’ VAER, At +y € F

Preuve Soit F' une partie de F.
¢ Supposons que F' soit un sous-espace vectoriel de E. Par définition, F' n’est pas vide et

vérifie :

V(u,v) € F2, u+veF (1)

YVueF, VAeR, \ue F (2)
Comme F' n’est pas vide, il contient au moins un vecteur x et alors, en considérant (2) avec
A=0et comme 0-z=0g :

Og e F

De plus, pour tout (x,y) € F?, Az appartient & F d’aprés (2) et donc, d’apres (1) :
A +yeF
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4 10. Espaces vectoriels
o Réciproquement, supposons que :
Op € F et V(z,y) € F?, VAER, \e +y € F
Comme O appartient & F', F' n’est pas vide. De plus, en prenant A = 1 et comme, pour tout
rel 1 -x=2,0ona:
V(z,y) € F?, 2 +y € F
Par ailleurs, en prenant y = Og et comme, pour tout A€ Ret x € E; A\x +0g = Az, on a :
Vee F, VAeER, \x € F
Finalement, F est un sous-espace vectoriel de FE.
O
Remarques a. Si F est un espace vectoriel, pour démontrer quun sous-ensemble F' de E est un sous-espace

vectoriel de E/, on pourra toujours utiliser la proposition [IHA.
b. Si F est un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel de F contient le vecteur nul Og.

c. Attention & ne négliger aucun point de cette proposition et notamment & ne pas oublier de
préciser que F' est inclus dans E (ce qui est en général évident) et contient le vecteur nul Og.
Exercice 101 Soit (a,b,c) € R3. On note :
F={(z,y,2) ER® [ ax + by + cz =0}

Prouver que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Proposition 10.7

Soit E' un espace vectoriel. {O0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Théoreme 10.8

Soient E un R espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E.

i. La restriction de + (respectivement de -) a F' est une loi de composition interne (resp. externe) sur
F.

7. Muni des ces lois, F' est un espace vectoriel sur R.

Remarque Il s’agit d’un résultat essentiel. En pratique, pour prouver qu’un ensemble F est un espace
vectoriel, on cherchera donc un espace vectoriel E contenant F (en général E sera un des
espaces vectoriels de référence mentionnés dans la proposition I2) et ’on prouvera que F est
un sous-espace vectoriel de E en utilisant la proposition M.

C.2. Le cas de I'ensemble des solutions d'un systeme homogene

Proposition 10.9

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, (a;)1<i<n €t (@i j)1<i<p deux familles d’éléments de R™.
1<j<n
n

7. L’ensemble {({Ei)lgign eR™ / Z a;T; = O} est un sous-espace vectoriel de R"™.
i=1
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C. Sous-espaces vectoriels 5

7. En considérant le systeme homogene

o - oy A+, =0

(8): iz + -+ aijzj+ -+ gty =0

Qp1%1 + -+ op T+ -+ Apny =0

l’ensemble des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de R™.

Exercice 102  Démontrer la proposition 9.

C.3. Combinaisons linéaires d'une famille finie de vecteurs

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

Définition 10.10

Soient E un espace vectoriel sur R et F = (z;)1<i<n une famille finie d’éléments de E. On appelle :

n
7. combinaison linéaire de z1,...,x, tout vecteur x s’écrivant sous la forme x = g a;x;, ol
=1l

ai,...,a, sont des éléments de R,

it. sous-espace vectoriel de E engendré par F et on note Vect(F) le plus petit (au sens de l'inclu-
sion) sous-espace vectoriel de E contenant tous les éléments de F.

Remarques a. D’apres I, si E est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire d’éléments de F appar-
tient encore & E. On dit que E est stable par combinaison linéaire.

b. 11 découle de maniére immédiate de la définition que, si x1, ..., x, sont des vecteurs de F et
si F' est un sous-espace vectoriel de E contenant x1,...,z,, alors : Vect(z1,...,2,) C F.

Proposition 10.11

Soient E un espace vectoriel sur R et F = (2;)1<i<n une famille finie d’éléments de E. On a :

Vect(F) = {Z a;%i, (@i)1<i<n € R"}

i=1

Preuve On note :
n
G = {Zaixi, (ai)lgign S Rn}
i=1
Par définition, Vect(F) est un sous-espace vectoriel de E contenant z1,...,x, donc Vect(F)
contient toute combinaison linéaire des vecteurs x1,...,x, donc :

G C Vect(F)

Comme Vect(F) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les vecteurs de F,
il suffit alors pour conclure d’établir que G est un sous-espace vectoriel de F contenant tous les
vecteurs de F.

Pour tout j € [1,n], si 'on considere la famille (\; ;)i1<i<n de scalaires tous nuls sauf \; ;, égal
a 1, on peut remarquer que :

n
Tj = Aigti
=1
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6 10. Espaces vectoriels

donc z1, ..., %, appartiennent tous & G. Soient alors (x,y) un couple d’éléments de G et A un
scalaire. Par définition, il existe deux familles (a;)1<i<n €t (bi)1<i<n de scalaires telles que :

n n
T = E a;x; et y= E b;x;
i=1 i=1

et alors :
Ar+y = /\Zaixi +y= Zbixi
i=1 i=1
= Z (Aa; + b;) z;
i=1
et donc :

+yeG

Ainsi, G est un sous-espace vectoriel de E contenant tous les vecteurs de F donc :
GCF

et finalement :
Vect(F) =G

O

Proposition 10.12

Soient E' un R-espace vectoriel et F = (2;)1<i<n une famille de vecteurs de E.

i.  Si o est une permutation de [1,n], alors :

Vect(2y(1), -+ -1 Ton)) = Vect(zy,. .., Zn)

7. Siaq,...,a, sont des scalaires tous non nuls, alors :
Vect(ayxy, .. ., aney,) = Vect(x1, ..., 2n)
794 Si u est combinaison linéaire des vecteurs xo, ..., x,, alors :

Vect(z1 +u,...,2,) = Vect(z1,...,2y)

Exemples 10.1 a. Si £ = R?, comme (1,1) = (1,0) + (0,1) et (1,0) = (1,1) — (0,1), on a :
Vect((1,0),(0,1),(1,1)) = Vect((1,0), (0,1)) = Vect((1,1),(0,1)) = Vect((1,0), (1,1))
b. De méme, comme (2,1) =2 - (1,0) + (0,1) et (0,1) = (2,1) —2- (1,0), on a :
Vect((1,0),(0,1)) = Vect((1,0), (0,1),(2,1)) = Vect((1,0), (2,1))

Remarque Cette proposition, trées importante, servira de point de départ a un grand nombre de raisonne-
ments d’algebre. Elle devra donc étre parfaitement comprise avant d’envisager de travailler les
paragraphes suivants.

D. Espaces vectoriels de dimension finie

Dans toute cette section, n désigne un entier naturel non nul. et E est un espace vectoriel

On a vu que I'étude des espaces vectoriels avait pour but d’étudier certaines propriétés d’ensembles ayant des
caractéristiques proches du plan ou de I'espace étudiés en géométrie affine.

Or, dans le cas du plan (respectivement de I'espace), il a été vu dans les classes antérieures qu’il était possible
de caractériser tous les vecteurs & partir de la seule connaissance de deux (respectivement trois) vecteurs i et 5
(respectivement 7, j et k).
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D. Espaces vectoriels de dimension finie 7

Nous allons donc étudier dans quelle mesure il est possible d’étendre cette propriété a un espace vectoriel
quelconque. Plus précisément, nous tenterons de répondre aux questions suivantes :

1. Est-il possible de trouver une famille finie de vecteurs en fonction desquels tous les vecteurs de E peuvent
s’exprimer ? Une telle famille, lorsqu’elle existe, sera appelée famille génératrice de E.

2. Si de telles familles existent, est-il possible de limiter le nombre de leurs vecteurs (leur longueur) afin de
simplifier I’étude et, si possible, que chaque vecteur de F ne puisse s’exprimer que d’une seule facon en
fonction des vecteurs de cette famille ? Une telle famille, lorsqu’elle existe, sera appelée base de E. C’est le
cas par exemple, dans le plan, de tout couple (;, ;) de vecteurs non colinéaires.

D.1. Familles génératrices

Définition 10.13

Soit F = (;)1<i<n une famille finie de vecteurs de E. On dit que la famille F est une famille généra-
trice de F, ou que E est engendré par la famille F si :

Vo € .E7 3 (ai)lgign e R" / T = Zaiﬂci
=1

c’est-a-dire si : E = Vect(F).

Exercice 10.3  On consideére les polynomes Py, P;, P, et Ps tels que :
Ve €R, Py(z)=2, Piz)=x—1, Py(x)=z+1 et P3(z)=2>

Prouver que la famille (Py, Py, P2, P3) est une famille génératrice de Ry[z].

D.2. Familles libres, familles liées

Définition 10.14

Soient (z;)1<ign une famille de vecteurs de E.

i. On dit que la famille (z;)1<i<n est libre, ou que les vecteurs z1,. .., x, sont linéairement indépen-
dants si elle vérifie :

n
V(Oéi)lgign (S Rn, (Z QT = 0= Vie Hl,ﬂﬂ , O = 0)

=1

#. On dit que la famille (z;)1<i<n est liée si elle n’est pas libre, ¢’est-a-dire si :

n
E| (ai)lgign e R" / (Oéi)lgign 7é Ogn et Zaixi =0
=l

Exercice 104 1. Soit (x,y) une famille de deux vecteurs. Prouver que la famille (z,y) est liée si et seulement
si les vecteurs x et y sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement s’il existe un scalaire A tel
que : T = Ay ou y = Ax.

2. Soit (Px)igkgn une famille de polynémes de R[z]. On suppose que Pi,..., P, sont des
polynémes non nuls de degrés deux & deux distincts. Montrer que la famille (Py)1<r<n €st
libre.

Remarques a. Dire que la famille (z;)1<i<n est libre revient donc & dire que la seule combinaison linéaire
n
Z a;x; nulle est celle dont tous les coefficients o, . .., a,, sont nuls.
i=1

b. Retenir les exemples étudiés dans ’exercice 10.4 : quoique n’étant pas précisés dans le pro-
gramme, 'utilisation de ces résultats est fréquente au concours.
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¢. Ainsi, une famille de deux vecteurs est libre si et seulement si ses deux vecteurs ne sont pas
colinéaires. Attention, cela n’est plus vrai pour une famille d’au moins trois vecteurs.

d. On déduit de maniére immédiate de la définition le résultat suivant :

Proposition 10.15

Soit (1, . .., x,) une famille de vecteurs de E. Si (z1, . . ., x,,) est libre, alors pour toutes familles (a;)1<i<n
et (b;i)1<ign de scalaires :

iaixi = ibixi = Vie[l,n], a; =b;
i=1 i=1

Proposition 10.16

Soit F une famille de vecteurs de E.
7. Si F contient le vecteur nul, alors la famille F est liée.
7. Si F est libre, alors tous ses vecteurs sont non nuls.

741. F est liée si et seulement si I’'un au moins de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres vecteurs
de la famille.

. JF est libre si et seulement si aucun de ses vecteurs n’est combinaison linéaire des autres vecteurs de
la famille.

v. Si F est libre et si G est une famille composée de vecteurs de F, alors G est libre. Autrement dit,
toute sous-famille d’une famille libre est libre.

vi. Si F est lie et si H est une famille de vecteurs de E contenant tous les vecteurs de F, alors H est
liée. Autrement dit, toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Exercice 10.5  Démontrer la proposition ITIA.

Remarques a. Attention au point 7 de cette proposition : une famille peut étre liée alors qu’aucun vecteur
n’est proportionnel & un autre. Par exemple, la famille ((1,0), (0,1),(1,1)) est liée puisque
le troisieme vecteur est égal a la somme des deux premiers.

b. Par ailleurs, lorsqu’une famille est liée, I'un au moins des vecteurs est combinaison linéaire
des autres, mais un vecteur quelconque n’est pas nécessairement combinaison linéaire des
autres.

D.3. Bases

Définition 10.17

Soit F une famille de vecteurs de E.
On dit que F est une base de F si elle est libre et génératrice de E.

Proposition 10.18

Soit F = (z1,...,%,) une famille de vecteurs de E. F est une base de E si et seulement si tout vecteur
de E peut s’écrire de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de F, c’est-a-dire si et
seulement si :

n
Vx € FE, 3! (ai)lgign e R" / T = Zozixi
i=1
n
Dans ce cas, pour un vecteur x de E s’écrivant sous la forme z = Zaﬂ:i, la famille (o;)1<i<n €st
i=1
appelée famille des composantes (ou des coordonnées) de x dans la base F.
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D. Espaces vectoriels de dimension finie 9

Remarques a. Attention, si £ admet une base, il en admet une infinité. Il faut donc éviter de parler de la
base de E, mais bien de parler d’une base de E.

b. La connaissance d’une base de E permet donc de décrire tous les éléments de FE.

Preuve © Supposons que F soit une base de F. Soit x € E. Comme F est une famille génératrice de

E, il existe (a;)1<ign € R” telle que :

n
xr = E ;T4
i=1

Soit alors (8;)1<i<n € R™ une famille de scalaires telle que :

n
T = E Bix;
i=1
On a alors :
n n
E Ty = E Bix;
i=1 i=1
et donc :

(a; — Bi)zi =0
1

n
1=

et comme la famille F est libre :
Vie[l,n], a; —5; =0

et finalement :
Vi € [[13”]]’ Q= Bz

et donc :

n
Vo € E, 3! (ai)lgign cR" / T = Zami

i=1

o Réciproquement, supposons que :

Vre FE, 3 (ai)lgign cR" / xr = Zaimi

i=1

Alors tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs de F, donc F est une famille
génératrice de E. Soit alors (a)1<i<n € R™ une famille de scalaires telle que :

n
E oz, = 0p
i=1

On a alors :
n n
i=1 i=1
et donc d’apres I’hypothese de départ :
Vie[l,n], a; =0

ce qui prouve que la famille F est libre. Finalement, F est libre et génératrice de F, donc
c’est une base de F.

O
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10 10. Espaces vectoriels

D.4. Bases des espaces vectoriels de référence

Théoreme 10.19

Soit n un entier naturel non nul. On note :
e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1)

La famille (eq,...,e,) est une base de R™, appelée base canonique de R™.

Théoreme 10.20

Soit n € N. On note eg, €1, ..., e, les polyndmes définis par :
Vk € [0,n], Vz € R, ex(x) = z*

La famille (eg,eq,...,e,) est une base de R, [z], appelée base canonique de R, [z].

Théoreme 10.21

Soit (n,p) un couple d’entiers naturels non nuls. Pour tout (4, 7) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la matrice
de M, ,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la :“™¢ ligne et de la j°™¢ colonne, égal & 1.

La famille (E; j)1<i<n est une base de M,, ,(R).
1<ji<p

Remarque Ces résultats s’obtiennent de maniére immédiate avec la proposition [ITS.

E. Espaces vectoriels de dimension finie

Dans toute cette section, E désigne un espace vectoriel sur R.

E.1. Dimension d'un espace vectoriel

Définition 10.22

On dit que F est un espace vectoriel de dimension finie s’il ne contient que le vecteur nul ou s’il admet
une famille génératrice contenant un nombre fini de vecteurs.
Dans le cas ot F n’est pas de dimension finie, on dit que E est de dimension infinie.

Exemples 102 a. D’aprés les résultats du paragraphe D4, R”, R, [z] et M,, ,(R) sont des espaces vectoriels
de dimension finie.

b. £ = {0g} est un espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 10.23

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie, différent de {0}. Si (e;)1<i<n €st une famille
libre de vecteurs de E et si (€;)1<igp est une famille génératrice de E, alors : n < p.

Théoreme 10.24 » Théoreme de la dimension

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie, différent de {0}.
i. FE admet une base.
ii. Toutes les bases de E ont la méme longueur, appelée dimension de F et notée dim(E).

Par convention, on note : dim({0}) = 0.
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E. Espaces vectoriels de dimension finie 1

Théoreme 10.25

i. ¥n e N* dim(R") =n.
it. VYn €N, dim(R,[z]) =n+ 1.
iii. V(n,p) € (N*)2, dim(M, ,(R)) = np.

Remarque Ces résultats découlent de maniere immédiate des résultats du paragraphe [O-4.

E.2. Lien entre familles libres, familles génératrices et bases

Dans toute cette partie, n et p désignent deux entiers naturels non nuls.

Proposition 10.26

Soient E un espace vectoriel de dimension finie égale a n et (xx)1<k<, une famille de p vecteurs de E.
i.  Sila famille (xy)1<k<p est libre, alors : p < n,

4. Sila famille (xy)1<k<p est génératrice de E, alors : p > n.

Remarques a. Ces résultats découlent de maniere immédiate de la proposition IZ3.

b. En conséquence de cette proposition, si E est un espace vectoriel de dimension finie égale a
n, toute famille comportant au moins n + 1 vecteurs de E est nécessairement liée et toute
famille contenant au plus n — 1 vecteurs de E ne peut étre génératrice de F.

Proposition 10.27

Soient E un espace vectoriel de dimension finie égale a n et (2;)1<i<n une famille de vecteurs de E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i. la famille (x;)1<i<n €st une base de E,
i. la famille (z;)1<i<n est libre,

iii. la famille (z;)1<i<n est génératrice de E.

Remarque Bien retenir ce résultat, fondamental. En particulier, pour démontrer qu'une famille est une
base de E, on démontrera le plus souvent qu’elle est libre et comporte autant de vecteurs de
FE que la dimension de E. En effet, il est en général plus simple de prouver qu'une famille est
libre que de prouver qu’elle est génératrice de F.

Théoreme 10.28 » Théoreme de la base incomplete

On suppose que : 1 < p < n. Si E est un espace vectoriel de dimension n et si (x;)1<igp €st une famille
libre de vecteurs de E, alors il existe n — p vecteurs zp41,. .., 2, de E tels que la famille (x;)1<ign SOit
une base de F.

E.3. Sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension finie

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

Proposition 10.29

Si F est un espace vectoriel de dimension n et si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors :
i. F est de dimension finie et : dim(F) < n,
it. si dim(F) = dim(FE), alors : F' = E.
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12 10. Espaces vectoriels

Remarque Bien retenir cette proposition, et en particulier le deuxieme point, qui sera la plus souvent utilisé
pour démontrer que deux espaces vectoriels sont égaux.

E.4. Sous-espaces vectoriels remarquables

Définition 10.30

Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n. On appelle :
i. droite vectorielle de F tout sous-espace vectoriel de E de dimension 1,
7. plan vectoriel de E tout sous-espace vectoriel de E de dimension 2,

7. hyperplan vectoriel de E tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.

Proposition 10.31

Soient E un espace vectoriel et D une droite vectorielle de E. Pour tout vecteur  non nul de D, (x)
est une base de D, autrement dit :

Vo € D\ {0}, D = Vect(x)

Exercice 10.6  Démontrer la proposition T3

E.5. Rang d'une famille de vecteurs, d'une matrice

Définition 10.32

Si E est un espace vectoriel et si F est une famille finie de vecteurs de E, on appelle rang de F et on
note rg(F) la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par F :

rg(F) = dim(Vect(F))

Définition 10.33

Soit n et p deux entiers naturels non nuls, M € M,, ,(R). En notant C1, ..., C, les vecteurs colonnes de
M, le rang de la famille (C1,...,C),) est aussi appelé rang de M, et noté rg(M).

Proposition 10.34

Soit n et p deux entiers naturels non nuls, M € M, ,(R). On a;:

rg(M) = rg(*M)

F. Correction des exercices

Correction de I’exercice 10-1
F est inclus dans R® par définition. De plus, on a :
a-0+b-0+c¢c-0=0

donc (0,0,0) appartient & F' (qui n’est donc pas vide). Soient alors (u,v) un couple d’éléments de F' et A un
réel. En notant u = (x,y,2), v=(2',y,2") et w=Au+v,on a:

w= Az +2  \y+y, Az +2)

aMx+a)+bMy+y)+e(Mz+2") = Xax + by + cz) + (azx’ + by’ + ')
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F. Correction des exercices 13

et donc, comme u et v appartiennent a F :
aQz+2)+bA\y+y)+c(Az+2)=0

donc w € F et :
Y(u,v) € F2, VAER, M\u+veEF
Correction de I’exercice 10-2

1. On note :

F = {(xi)lgign e R" / Zaﬂfi = 0}

i=1

Par définition, F' est une partie de R™. De plus F contient le vecteur nul de R™ (donc F n’est pas vide).
Soient alors z = (%;)1<i<n, ¥ = (¥i)1<i<n deux éléments de F' et A € R. En notant w = Az + y, on a :
w = (Az; + Yi)1<ign €t

n n n
Z a; (Az; +y;) = A Z a;Ti + Z a;Yi
i=1 i=1 i=1
et donc, comme x et y appartiennent a F :

Zai (Az; +yi) =0

=1

donc w € F et :
V(z,y) eR*, VAER, Mz +y € F

ce qui nous permet de conclure que F' est un sous-espace vectoriel de R"™.

2. Se démontre comme le point précédent.

Correction de I’exercice 10-3

Les vecteurs Py, Py, P> et P; appartiennent tous a Ra[z] donc :
Vect(Py, P1, P2, P3) C Ry[z]

Soit alors P un élément de Ry[z]. Il existe trois réels a, b, ¢ tels que :

Va € R, P(z) = a+ bz + ca?

et alors :
Ve eR, P(x)=a—b+b(x—1)+0(x+1)+ cx?

d’ou :

a—1b

P = B) P0+bP1+OP2+CP3

donc :

Pe VeCt(Po,Pl,P27P3)
d’ou :

Ry[z] C Vect(Py, Pr, Ps, Ps)

ce qui prouve que la famille (Py, P, Pa, P3) est une famille génératrice de Ro[z].

Correction de I’exercice 10-4

1. ¢ Supposons qu’il existe un scalaire A tel que : z = Ay (le cas ot y = Az se traite de maniére analogue). On
a alors :

L-x+(=Ny=0

donc, comme (1, —X) # (0,0), la famille (z,y) est liée.
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10. Espaces vectoriels

¢ Supposons que la famille (x,y) soit liée. Il existe alors un couple (a,b) # (0,0) tel que :

axr+by=0
Sia # 0, alors on a :
b
rT=——y
a
et si b # 0, alors on a :

donc dans tous les cas, il existe un scalaire A tel que :

r=JAy ou y=A\r

2. Pour tout k € [1,n], on note dj, le degré de Py et on suppose, pour simplifier la rédaction (heureusement

sans affecter la preuve) :

d1<d2<"'<dn

Soit alors (a;)1<i<n une famille de scalaires telle que :

> aiP;=0 (10.1)
i=1

Montrons par récurrence que, pour tout k € [1,n], la proposition & (k) : « ar = 0 » est vraie.

¢ On rappelle qu’'un polynoéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. Or les polynémes
n

Py,...,P,_1 sont tous de degré strictement inférieur & d,,, donc le mondéme de degré d,, de ZaiPi est
Anon X%, oll a,, est le coefficient dominant de P,. On a donc : -

A0y, =0
et donc, comme «,, # 0 (o, est le coefficient dominant de P,, qui n’est pas le polynéme nul) :

a, =0

donc £(n) est vraie.

Soit k € [2,n]. Supposons que L (k), Z(k +1),... P (n) soient vraies. On a alors, d’apreés (II) :

k—1
Z aiPi =0
i=1

k—1
Or, de méme que précédemment, on peut remarquer que le mondéme de degré di_; de Zaiﬂ est
i=1
ap—105_1X %=1 ol ap_q est le coefficient dominant de P,_; et donc, comme un polynoéme est nul si
et seulement si tous ses coefficients sont nuls :

ap_10p_1 =0

et donc, comme ay_1 # 0 :
Ap—1 = 0

Ainsi, si Z(k), ..., P(n) sont vraies, alors Z(k — 1) lest également.

o Ainsi, Z(k) est vraie pour tout k € [1,n], et donc :

ZaiPi:0:>Vk€[[1,n]], ap =0

i=1

Soit (Pg)1gk<n une famille de polynémes de R[z]. On suppose que Pi,..., P, sont des polyndmes non nuls
de degrés deux & deux distincts. Montrer que la famille (Py)1g<r<n est libre.
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Correction de I’exercice 10-5

On note F = (21,...,%x).

1. Supposons que F contienne le vecteur nul. Si 1 = Og, alors en notant a; =l et ap =---=a, =0,0n a:

n
> gz =0 et (ag)icren #0
k=1

donc la famille F est liée.

2. Par contraposition, le point précédent nous permet d’affirmer que, si la famille F est libre, aucun de ses

vecteurs n’est nul.

3. Supposons que F soit liée. Alors il existe une famille (o )1<k<n de scalaires non tous nuls telle que :

n
E AT = 0
k=1

11 existe alors i € [1,n] tel que : a; # 0 et alors :

k=1
ki
donc z; est combinaison linéaire de x1,...,2;—1,Tit1,...,Tp-
Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ € [2,n] tel que z; soit combinaison linéaire de zy,...,x;-1,
Zitl,--.,Tn. 1l existe alors une famille (o )1<r<n de scalaires telle que :
k#i
n
T = g QAETE
k=1
k#i

et alors, en notant o; = —1 :

n
Zakxk =0 et (ag)ick<n #0
k=1

ce qui prouve que la famille F est liée.

4. Ce point s’obtient par contraposition du point précédent.

5. Supposons que F soit libre et considérons une sous-famille G de F. Quitte a permuter les vecteurs de F, on

peut supposer que G = (z1,...,2,) ot 1 < p < n. Soit alors (ax)i1<rgpy € RP tel que :

p
E ARl — 0
k=1

En notant a1 =+ = ap, =0, on a alors :

Z ARl = 0
k=1
et donc, comme la famille F est libre :
Vk e [1,n], ap =0

et en particulier :
Vk e [1,p], o =0

ce qui prouve que la famille G est libre.

6. Ce point s’obtient par contraposition du point précédent.
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16 10. Espaces vectoriels

Correction de I’exercice 10-6

Soit  un vecteur non nul de D. Comme D est un espace vectoriel, on a :
VAER, \x € D

d’ou :
Vect(z) C D

D’autre part, comme z n’est pas nul, Vect(z) est de dimension 1, donc :
dim(D) = dim(Vect(z))

et donc, d’apres :
D = Vect(z)
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