Introduction
aux espaces vectoriels

ECG Maths Appliquées
Semestre 2

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés de 'ensemble R™ des n-uplets (z1,...,z,) de nombres réels. Il
s’agit ici de faire une introduction & la notion d’espaces vectoriels, qui sera étudiée en deuxiéme année et c’est
pourquoi les résultats présentés ici seront admis; la plupart seront démontrés dans le chapitre 10.

Dans tout le cours, n et p désignent deux entiers naturels non nuls.

A. L'espace vectoriel R"

Définition 8.1

On munit R™ d’une opération + appelée loi de composition interne et d’une opération - appelée loi de
composition externe, que ’on définit de la fagon suivante :

e Siz = (x1,...,2,) et y = (y1,-..,Yyn) sont deux éléments quelconques de R™, on note = + y
I’élément de R™ défini par :

z+y= (1, Zn)+ Wiy s Yn) = (@1 + Y1, s Tn + Yn)
e Siz=(x1,...,%,) est un élément de R™ et A est un réel, on note \ -z I’élément de R™ défini par :

Ax=X(21,...,2,) = (Ax1,..., \2y)

Remarques a. Ne pas oublier que 'on a pas définit ici de multiplication interne; par conséquent si x et y
sont deux éléments de R™, le produit xy n’existe pas.

b. Dans la suite, on notera Og» I’élément de R™ dont toutes les composantes sont nulles.

A.1. Propriétés

Proposition 8.2

Les opérations + et - définies ci-dessus ont les propriétés suivantes :

i. VY(z,y) € R")?, z+y=y+z (Iaddition est dite commutative),

. V(z,y,2) € (R")?, (x+y)+2=xz+ (y+2) (laddition est dite associative),
iti. Yo € R", x + Ogn = 2 (Ogn est appelé élément neutre de R™),

iv. Ve eR™ Jy, € R" / z+y, = Ogn (un tel élément y, est appelé opposé de x pour I'addition et en
général noté —x).

v. VAER, V(z,y) € R™)2, X-(z+y)=A-2+ )y,
vi. VO, pu) €R2, Vo eR®, A +p)-z=X\-z+pu-z,
vii. YO\, pu) €R2, V2 € R™, (M) -z =\- (- 1),

vitge. Ve e R™, 1-x = x.

Muni des opérations + et -, on dit que R™ est un espace vectoriel ; ses éléments sont appelés vecteurs.

Remarques a. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, pour tout A € R et x € R™, le produit A - x sera plus
simplement noté Ax.
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b. Pour plus de simplicité, si = et y désignent deux vecteurs de R™, le vecteur = + (—y) sera
plus simplement noté x — y.

¢. Comme il n’y a en général pas de doute quant au type de vecteurs considérés, le vecteur Ogn
est souvent noté 0 pour plus de simplicité.

Proposition 8.3

Soit (z,y) un couple d’éléments de R™ et A un réel.
i. Ad=0<=A=0oux=0.
it. (=A)-x=—(\z).

A.2. Définitions

Définition 8.4

Soit (e;)1<igp une famille finie d’éléments de R™. On appelle combinaison linéaire de ey, ..., e, tout
P
o . N 21
vecteur x s’écrivant sous la forme x = E a;e;, ol aj,...,a, sont des éléments de R.
i=1
L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs ey, ..., e, est noté Vect(ey,...,ep) :

Vect(eq,...,ep) = {Z @ %4, (@)i<i<n € R”}

i=1
Remarques a. Pour toute famille (eq, ..., e,), le vecteur nul Og~ appartient & Vect(es, ..., e,); on a en effet :
P
ORH = Z 0 3
i=1
b. Pour tout vecteur x = (xy,...,%,) de R™, on peut remarquer que :

x=uz1(1,0,...,0) +22(0,1,0,...,0) +--- + 2, (0,...,0,1)

ce qui signifie que tout vecteur de R™ est combinaison linéaire des vecteurs (1,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,---,0,1). On peut de plus remarquer que, pour tout vecteur z = (z1,...,T,)
de R™ et pour tous réels z,...,a} :

z=2x](1,0,...,0) +25(0,1,0,...,0) + -+ 2/, (0,...,0,1) <=z = (z,...,2))

¥ n

= Vie[l,n], z,=ux

Définition 8.5

Soit B = (eq,...,e,) la famille de vecteurs de R™ définie par :
er =(1,0,...,0), ey =(0,1,0,...,0), ..., ep=(0,---,0,1)
o La famille B est appelée base canonique de R".
o Pour tout vecteur x = (z1,...,2,) de R™ x1,...,2, sont appelés coordonnées de  dans la base
canonique et la matrice colonne
T
X =]

In

est appelée matrice des coordonnées de = dans la base B.
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B. Sous-espaces vectoriels de R 3
Exemples 81  a. La famille ((1,0),(0,1) est la base canonique de R2.
b. La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est la base canonique de R3.
1
¢. Lamatrice | —1 | est la colonne des coordonnées du vecteur (1, —1,2) dans la base canonique
2

de R3.

B. Sous-espaces vectoriels de R”

B.1. Définition et caractérisation des sous-espaces vectoriels

Définition 8.6

On appelle sous-espace vectoriel de R" tout sous-ensemble F' de R™ ayant les propriétés suivantes :
i. F n’est pas vide,

ii. F est stable par + : V(z,y) € F?, 2 +y € F

7ii. F est stable par - : Vx € F, VA€ R, \x € F

Proposition 8.7

Un sous-ensemble F' de R™ est un sous-espace vectoriel de R™ si et seulement si :
Z'. ORn S F,
i. V(z,y) € F?, VAER, \x +y € F.

Remarques a. Pour démontrer qu’'un sous-ensemble F' de R™ est un sous-espace vectoriel de R™, on pourra
toujours utiliser la proposition E77.

b. Tout sous-espace vectoriel de R™ contient le vecteur nul Og».

¢. Attention a ne négliger aucun point de cette proposition et notamment & ne pas oublier de
préciser que F' est inclus dans R™ (ce qui est en général évident) et contient le vecteur nul
Opn.

d. Un sous-ensemble F' de R™ vérifiant la propriété ii est dit stable par combinaison linéaire.

Preuve Soit F' une partie de R™.

© Supposons que F' soit un sous-espace vectoriel de R™. Par définition, F' n’est pas vide et
vérifie :
V(u,v) € F2, u+veF (1)
Yue F, VAeR, due F (2)

Comme F' n’est pas vide, il contient au moins un vecteur x et alors, en considérant (2) avec
A=0et comme 0z = Ogn :
Ogn € F

De plus, pour tout (x,y) € F?, Az appartient & F d’aprés (2) et donc, d’apres (1) :
A +y€eF
¢ Réciproquement, supposons que :
Ogn €F et VY(z,y) € F*, VAER, M +yc F

Comme Og-» appartient a F', F' n’est pas vide. De plus, en prenant A = 1 et comme, pour
toutz e R", 1-z==x,ona:

Y(z,y) € F?, 24y € F
Par ailleurs, en prenant y = Og» et comme, pour tout A € R et z € R", Az 4+ Ogn = Az, on
a:

Vo€ F, VAER, \z € F

Finalement, F est un sous-espace vectoriel de R".
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O

Exercice 8.1 Soit (a,b,c) € R3. On note :
F={(z,y,2) ER® [ ax + by +cz =0}
Prouver que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 8.2 Prouver que ’ensemble F' = {(:L’, y,2) ER3 /2043y —2=0etx —y= 0} est un sous-espace
vectoriel de R3.

Proposition 8.8

{Og~ } et R™ sont des sous-espaces vectoriels de R™.

Théoreme 8.9

Si ui,...,up, sont des vecteurs de R™, alors 'ensemble Vect(ui,...,u,) des combinaisons linéaires de
U1, ..., Up est un sous-espace vectoriel de R™, appelé sous-espace vectoriel de R™ engendré par la famille
(ul, o500 7up).

B.2. Le cas de I'ensemble des solutions d'un systeme homogéne

Proposition 8.10

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, (a;)1<i<n €t (i) 1<i<p deux familles d’éléments de R"™.
) NYAS VRIS
1<j<n
n
i.  L’ensemble < (z;)1<icn € R™ / E a;x; = 0 p est un sous-espace vectoriel de R™.
i=1
7. En considérant le systéeme homogeéne

111+ -+ a1 T+ QT = 0

(S) . ai,1$1+"'+Ck7;¢j$j+"'+ai,n$n =0

Qp 11+ Ay T+ e =0

Pensemble des solutions de (S) est un sous-espace vectoriel de R™.

Exercice 8.3 Démontrer la proposition B10.

B.3. Propriétés des sous-espaces vectoriels engendrés

Proposition 8.11

Soient R™ un R-espace vectoriel et F = (x;)1<i<p une famille de vecteurs de R™.
i.  Si o est une permutation de [1,p], alors :

Vect(24(1), - - - To(p)) = Vect(z1, ..., zp)

. Siaq,...,qp sont des scalaires tous non nuls, alors :

Vect(a1z1, ..., apzy) = Vect(z1, ..., zp)
it1. Si x; est combinaison linéaire des vecteurs xs, ..., x,, alors :

Vect(z1, 22, ..., xp) = Vect(za, ..., zp)
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C. Famille libre, famille génératrice, base 5
iv. Si u est combinaison linéaire des vecteurs xs,. .., zp, alors :
Vect(z1 +u,...,zp) = Vect(z1,...,2p)
Exemples82 a. Si R" =R? comme (1,1) = (1,0) + (0,1) et (1,0) = (1,1) — (0,1), on a :
Vect((1,0),(0,1),(1,1)) = Vect((1,0), (0,1)) = Vect((1,1),(0,1)) = Veet((1,0),(1,1))
b. De méme, comme (2,1) =2-(1,0) + (0,1) et (0,1) =(2,1) —2-(1,0), on a :
Vect((1,0), (0,1)) = Vect((1,0), (0,1),(2,1)) = Vect((1,0), (2,1))
Remarque Cette proposition, trés importante, servira de point de départ a un grand nombre de raisonne-

ments d’algebre. Elle devra donc étre parfaitement comprise avant d’envisager de travailler les
paragraphes suivants.

C. Famille libre, famille génératrice, base

C.1. Familles génératrices

Définition 8.12

Soit F = (x;)1<i<p une famille finie de vecteurs de R” et F' un sous-espace vectoriel de R™. On dit que
la famille F est une famille génératrice de F', ou que F' est engendré par la famille F si :

Ve e F, 3(ai)icicp ERP [z = Zaixi
i=1

c’est-a-dire si : F' = Vect(F).

Exercice 8.4 On considere les vecteurs u, ug, us de R? définis par :
Uy = (17 ]-)a Uz = (17*1) et uz = (7132)

Montrer que la famille (uy,us, u3) est génératrice de R2.

C.2. Familles libres, familles liées

Définition 8.13

Soient (z;)1<i<p une famille de vecteurs de R”.

. On dit que la famille (x;)1<i<p est libre, ou que les vecteurs x4, ..., x, sont linéairement indépen-
dants si elle vérifie :

P
V((Jéi)lgigp < Rp, (Z o, =0= Vi € [[l,p]] , O = 0)

=

#. On dit que la famille (z;)1<i<p est liée si elle n’est pas libre, c’est-a-dire si :

p
=l (Oéi)lgigp cRP / (ai)lgign 7é Orr et Zaixi =0
1=1

Exercice 8.5 Soit (z,y) une famille de deux vecteurs de R™. Prouver que la famille (z,y) est liée si et seulement
si les vecteurs x et y sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement s’il existe un scalaire \ tel que :
T=Ayouy=Azx.
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Remarques a.

Dire que la famille (z;)1<i<p est libre revient donc & dire que la seule combinaison linéaire
P

E a;z; nulle est celle dont tous les coeflicients oy, . .., oy sont nuls.

i=1

Retenir I'exemple étudié dans I’exercice 8.4 : quoique n’étant pas précisés dans le programme,
I'utilisation de ce résultat est fréquente au concours.

Ainsi, une famille de deux vecteurs est libre si et seulement si ses deux vecteurs ne sont pas
colinéaires. Attention, cela n’est plus vrai pour une famille d’au moins trois vecteurs.

On déduit de maniere immédiate de la définition le résultat suivant :

Proposition 8.14

Soit (21,...,2p) une famille de vecteurs de R™. Si (z1,...,x,) est libre, alors pour toutes familles
(@i)1<icp et (bi

)i<i<p de réels :

b p
Zaixi = ZbeZ — Vi e [[1,]9]], a; = bi
=1l =1

w. JF est libre
la famille.

Proposition 8.15

Soit F une famille de vecteurs de R"™.
7. Si F contient le vecteur nul, alors la famille F est liée.
1. Si F est libre, alors tous ses vecteurs sont non nuls.

791. F est liée si et seulement si I’'un au moins de ses vecteurs est combinaison linéaire des autres vecteurs
de la famille.

si et seulement si aucun de ses vecteurs n’est combinaison linéaire des autres vecteurs de

Exercice 8.6 Démontrer la proposition B13.

Remarques a.

C.3. Bases

Attention au point ¢4 de cette proposition : une famille peut étre liée alors qu’aucun vecteur
n’est proportionnel & un autre. Par exemple, la famille ((1,0), (0,1), (1,1)) est liée puisque
le troisieme vecteur est égal a la somme des deux premiers.

Par ailleurs, lorsqu’une famille est liée, 'un au moins des vecteurs est combinaison linéaire
des autres, mais un vecteur quelconque n’est pas nécessairement combinaison linéaire des
autres.

Définition 8.16

appelée famille

Soit F = (21, ..
On dit que F est une base de F si vecteur de F' peut s’écrire de maniere unique comme combinaison
linéaire des vecteurs de F, c’est-a-dire si et seulement si :

Dans ce cas, pour un vecteur x de F' s’écrivant sous la forme x = E a;x;, la famille (a;)1<icp €St

., Zp) une famille de vecteurs de R™ et F' un sous-espace vectoriel de R™.

p
Vo € F, 3! (ai)lgigp e R? / T = Zaixi
p=ll

P

i=1
des composantes (ou des coordonnées) de x dans la base F.
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Théoreme 8.17

Soit F une famille de vecteurs de R™ et F' un sous-espace vectoriel de R™.
La famille F est une base de F' si et seulement si elle est libre et génératrice de F.

Remarques a. Attention, si F' est un sous-espace vectoriel de R™ différent de {0}, F' admet une infinité de
bases. Il faut donc éviter de parler de la base de F', mais bien de parler d’une base de F.

b. La connaissance d’une base de F' permet donc de décrire tous les éléments de F'.

C.4. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Théoréeme 8.18 » Théoréeme de la dimension

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. Si F' possede une base, alors toutes les bases de F' ont le méme
nombre de vecteurs ; ce nombre de vecteurs est alors appelé dimension de F' et noté dim(F).
Par convention, on pose : dim({0}) = 0.

Exercice 8.7 Démontrer que Vect((1,—1,0),(1,1,1),(2,0,1)) est un sous-espace vectoriel de R? et prouver
qu’il est de dimension 2.

Proposition 8.19

Soit F' un sous-espace vectoriel de R”, de dimension égale a p et (x;)1<i<q une famille de vecteurs de
R™.
i.  Sila famille (xy)1<k<q st libre, alors : ¢ < p,

4. Sila famille (x)1<k<q €St génératrice de F, alors : ¢ > p.

Remarque En conséquence de cette proposition, toute famille comportant au moins n + 1 vecteurs de R™
est nécessairement liée et toute famille contenant au plus n — 1 vecteurs de R™ ne peut étre
génératrice de R™.

Proposition 8.20

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™, de dimension finie égale a p et (2;)1<i<p une famille de p vecteurs
de F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i. la famille (z;)1<i<p st une base de F,
it. la famille (z;)1<i<p est libre,

iii. la famille (z;)1<i<p €st génératrice de F.

Remarque Bien retenir ce résultat, fondamental. En particulier, pour démontrer qu’'une famille est une
base de F, on démontrera le plus souvent qu’elle est libre et comporte autant de vecteurs de
F que la dimension de F'. En effet, il est en général plus simple de prouver qu'une famille est
libre que de prouver qu’elle est génératrice de F'.

C.5. Rang d'une famille de vecteurs, d'une matrice

Définition 8.21

Si R™ est un espace vectoriel et si F est une famille finie de vecteurs de R™, on appelle rang de F et on
note rg(F) la dimension du sous-espace vectoriel de R™ engendré par F :

rg(F) = dim(Vect(F))
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8 8. Introduction aux espaces vectoriels

D. Correction des exercices

Correction de I’exercice 8-1
F est inclus dans R® par définition. De plus, on a :
a-0+b-0+c-0=0

donc (0,0,0) appartient & F (qui n’est donc pas vide). Soient alors (u,v) un couple d’éléments de F et A un
réel. En notant u = (x,y,2), v=(2',y,2") et w=Au+v,on a:

w= Az +2  \y+y, Az +2)
et :
adr+2)+bQy+y) +cAz+2") = Xax + by + cz) + (ax’ + by’ + ')
et donc, comme u et v appartiennent a F :
adz+2)+bA\y+y)+c(Az+2)=0
donc w € F et :
Y(u,v) € F2, VAER, \u+v e F
Correction de I’exercice 8-2

o F est inclus dans R? par définition.

¢ De plus on a :
2x04+3x0-0=0 et 2z—0=0

donc le vecteur (0,0,0) appartient & F', qui n’est donc pas vide.
o Soit alors u = (z,y,2) et v = (2/,y/,2") deux éléments de F' et A un réel. On a :

Mu+u =M+ 2 \y+y', A2+ 2')
Par ailleurs on a :
2z +2)+30y+y)— Az+2)=A2x+3y —2)+ (22" + 3y — 2)
=Ax0+0
=0
et de méme :
Az +2') =y +y) =X —y) + (@' —y)
=0
Ainsi Au + v’ appartient & F', qui est donc stable par combinaison linéaire.

On déduit de ces trois points que F est un sous-espace vectoriel de R3.

Correction de I’exercice 8-3
1. On note :

F= {(fﬂz‘)lgign eER™/ Zai%‘ _ 0}

i=1
Par définition, F' est une partie de R™. De plus F' contient le vecteur nul de R™ (donc F' n’est pas vide).
Soient alors © = (2;)1<i<ns ¥ = (¥i)1<ign deux éléments de F et A € R. En notant w = Az + y, on a :
w = (/\.%‘i + yi)lgign et :

n n n
Z a; (Az; +yi) = A Z a;T; + Z a;Yi
i=1 i=1 i=1
et donc, comme x et y appartiennent a F :
n
> ai(Azi+yi) =0
i=1

donc w € F' et :
V(z,y) eR?, VAER, Az +y€F
ce qui nous permet de conclure que F' est un sous-espace vectoriel de R"™.
2. Se démontre comme le point précédent.
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Correction de I'exercice 8-4

Soit u = (z,y) un élément de R?. On souhaite prouver qu’il existe trois réels a, b, c tels que :
u = auy + bug + cug
Or on a, pour tout (a,b,c) € R3 :

u = auy + bug + cug <= (z,y) = (a+b—c,a —b+2c)

b— =

@t ¢ . Lo+ Ly — Lo
a—b+2c=y

a+b—c==x

2b—3c=x—y

a=z—b+c

20 =2 —y+ 3¢

En prenant en particulier ¢ = 0, on voit que a = ITer et b = *5¥ conviennent, donc :
T+ xr —
u = 2yu1—|— 2yuQ+0~U3

ce qui nous permet de conclure que (ug,us,u3) est génératrice de R2.

Correction de I’exercice 8-5

o Supposons qu'’il existe un scalaire A tel que : 2 = Ay (le cas ott y = Az se traite de maniére analogue). On a
alors :
l-z+(=Ny=0
done, comme (1, —X\) # (0,0), la famille (z,y) est liée.

o Supposons que la famille (z,y) soit liée. Il existe alors un couple (a,b) # (0,0) tel que :

ar+by=20
Sia#0, alors on a :
b
T=——y
a
et si b # 0, alors on a :

donc dans tous les cas, il existe un scalaire A tel que :

r=JAy ou y=A\r

Correction de I’exercice 8-6

On note F = (x1,...,%n).

1. Supposons que F contienne le vecteur nul. Si x; = Og», alors en notant a; =letas=---=a, =0,0n a :
n
Zakxk =0 et (ag)ichcn #0
k=1

donc la famille F est liée.

2. Par contraposition, le point précédent nous permet d’affirmer que, si la famille F est libre, aucun de ses
vecteurs n’est nul.

3. Supposons que F soit liée. Alors il existe une famille (o )1<r<n de scalaires non tous nuls telle que :

n
E AT = 0
k=1
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10 8. Introduction aux espaces vectoriels

11 existe alors i € [1,n] tel que : a; # 0 et alors :

g
T; = g —— T
k=1 ’
ki
donc z; est combinaison linéaire de x1,...,2;—1,Tit1,. .., Tp.
Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ € [2,n] tel que z; soit combinaison linéaire de zy,...,x;-1,
Zitl,--.,Tn. 1l existe alors une famille (o)1<r<n de scalaires telle que :
ki
n
€T; = E AT
k=1
ki

et alors, en notant o; = —1 :

n
Zakxk =0 et (ak)lgkgn 7& 0
k=1
ce qui prouve que la famille F est liée.

Correction de I'exercice 8-7

On note :
Uy = (13 _170)7 Uz = (]—, ]-7 1)7 uz = (2707 1); F= VeCt(ulvu27u3)

D’aprés le théoreme B, on peut déja affirmer que F est un sous-espace vectoriel de R3. Par ailleurs on peut
remarquer que :
Uz = U + Ug

donc on a :
F = Vect(uy,us)

Ainsi la famille (u1,us) est génératrice de F. De plus elle est libre (car elle ne contient que deux vecteurs et
creux-ci ne sont pas colinéaires), donc c¢’est une base de F et :

dim(F) =2
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