Matrices carrees

ECG Maths Appliquées
Semestre 1

A. Vocabulaire

Définition 7.1
La matrice M = (m;;)1<ij<n de Mp(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients
m11,M22, ..., Mnyn, qui sont égaux & 1, est appelée matrice identité ou matrice unité de M, (R).

La matrice identité de M,,(R) est notée I,,.

Définition 7.2

Soit M = (m; ;)1<ij<n un élément de M, (R). Les coefficients mq 1,...,M;,..., My, sont appelés
coefficients diagonaux de M.

Définition 7.3

Soit M = (m; j)1<i,j<n un élément de M,,(R). On dit que :

i. M est une matrice diagonale si : V(i,7) € [1,n]* /i # j, mi; =0,

ii. M est une matrice triangulaire supérieure si : V(i,5) € [1,n]* /i > j, m;; =0,
iii. M est une matrice triangulaire inférieure si : V(i,7) € [1,n]* /i < j, m;; =0,

tv. M est triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou inférieure.

Exercice 7.1 1. Démontrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures de M., (R) est une
matrice triangulaire supérieure.

2. Le produit de deux matrices triangulaires de M,,(R) est-il toujours une matrice triangu-
laire ?

B. Polynome d'une matrice carrée

B.1. Puissances d'une matrice carrée

Définition 7.4

Soit M une matrice appartenant & M., (R). Pour tout k € N, on définit la matrice M* par la relation de
récurrence :
M°=1, et VkeN, M =MM*= MM

Proposition 7.5
Pour tout M € M,,(R), on a :

Y(p, k) € N2, MPHF = MPM* = M*MP




2 7. Matrices carrées

01 0
Exemple 7.1 SiM=1{10 0 -2], on peut remarquer que :
0 0 0
00 -2
M?=10 0 0
0 0 O
et alors :
01 0 0 0 -2
M*=10 0 —2|[0 0 0 |=0
0 0 O 0 0 O
et donc :
Vk >3, MF=M*MF3 =0
Remarque Une matrice M de M,,(R) pour laquelle il existe un entier naturel k tel que M k = 0 est appelée

matrice nilpotente.

Proposition 7.6

Soient M et N deux matrices appartenant & M,,(R). Si M et N commutent alors, pour tout (p, k) € N2,
MPF et NP commutent.

Preuve On suppose que M et N commutent et on prouve tout d’abord par récurrence que, pour tout
p € N, la proposition J7(p) : « MP et N commutent ».

o Sip=0,alors M° = I,, par convention et on a alors :
M°N=N=NM°
donc 2(0) est vraie.
¢ Soit p € N. On suppose que J#(p) est vraie. On a :
MPTIN = MPMN
et donc, comme M et N commutent, ainsi que MP? et N :
MPTIN = MPNM
= NMPM
= NMP+?

donc : J(p) = H(p+1).
o Ainsi, pour tout p € N, 5#(p) est vraie.

Soit alors p € N. Comme MP et N commutent, on déduit alors de la récurrence précédente (en
substituant MP? & N et N a4 M) que, pour tout k € N, MP et N¥ commutent.
O

Proposition 7.7

Soit D € M, (R). Si D est une matrice diagonale et si ses coefficients diagonaux sont, dans cet ordre,
di,...,dy, alors, pour tout k € N, DF est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont, dans
cet ordre, df, ..., dp.
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B. Polynéme d'une matrice carrée 3

Proposition 7.8 » Formule du bindme de Newton

Soient M et N deux matrices de M, (R). Si M et N commutent, alors :

P P
e, o a0 =3 (i B

k=0 k=0

Remarques a. Comme pour tout résultat mathématique, il est fondamental de ne pas oublier les hypotheses
(M et N commutent) avant d’appliquer ce résultat. Trés souvent, 'une des matrices sera du
type A, et la commutativité sera immédiate dans ce cas.

b. En pratique, cette formule n’a d’intérét que si les puissances des matrices M et N sont simples
a calculer, soit parce que ces matrices sont simples (matrice diagonale, matrice nilpotente),
soit par qu’il est simple de conjecturer un résultat par récurrence.

Preuve Pour tout p € N, on note 7 (p) la proposition :
P
(M+NP=>" ( )M’“Npk »
k=0

et on démontre par récurrence que, pour tout p € N, J#(p) est vraie.

o Par convention, on a : (M + N) =1, et :

0

Z (2) MkNO—k >~ <8) MONO — In

k=0

donc #(0) est vraie.
o Soit p € N. Supposons que #(p) soit vraie. On a alors :

(M 4 NPT = (M + N)(M + N)?

— (M + N) Ep: (i) MFNPE

k=0
=~ (p =~ (p
= MFEFLNP—E ( >MkNp+1k
,;(k) kzzo k

soit encore, en effectuant le changement d’indice k := k 4+ 1 dans la premiére somme :

(M+N)p+1—§:1<kpil> NPHL- k+zp:< ) NP1k

k=0
S p p

— MkNp—‘rl—k Np—‘rl _ Mp+1
][y R O e

et alors, d’apres la formule du triangle de Pascal et en remarquant que ( i 1) =
p

+
p+1 p + 1 karn+1—k n+1
(M4 NP =% M*N +N
k=1
p

+ i
AR

(p + 1) MkN7),+1—k
k

=~
Il

0

et donc : S(p) = H(p+1).
o Finalement, 7 (p) est vraie pour tout entier naturel p, ce qui prouve le résultat annoncé.

O
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B.2. Polyndmes de matrices carrées

Dans toute cette partie, n est un entier naturel non nul.
Définition 7.9

Soit M un élément de M,,(R). Pour tout polynéme P tel que P(x Z apz® de R, [z], la matrice

d
M) =" apM*
k=0

est appelée polynéme en M.
On dira que le polynéme P est un polynéme annulateur de M si P(M) est la matrice nulle.

Exercice 7.2 On considere la matrice

A=|1 -1 0
Montrer que le polynéme P(z) = (z + 1)3 est un polynéme annulateur de A.

Remarques a. On rappelle que, pour toute matrice carrée M, on a, par convention : M = I.
b. Attention au coefficient constant du polynome.
Par exemple, si M € M, (R) et P(z) = 2%+« —|—7 alors : P(M) = M?+ M + .

¢. Les propriétés suivantes se déduisent de maniére immédiate des propriétés des polyndémes et
des puissances de matrices :

Proposition 7.10

Soit M une matrice de M, (R). On a :

i. VP eR[z], VAER, (AP)(M)=AP(M),

i Y(P,Q) € (R[z)?, (P+Q)(M) = P(M) +Q(M),

iii. Y(P,Q) € (Rlz])?, (PQ)(M) = P(M) x Q(M) = Q(M) x P(M).

C. Matrices carrées inversibles

C.1. Généralités

Définition 7.11

Soit M une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R. On dit que M est inversible s’il existe une
matrice N de M,,(R) telle que :
MN =NM = 1I,.

Lorsqu’elle existe, une telle matrice N est appelée inverse de N et notée M 1.
Le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices inversibles est noté GL,,(R).

Remarques a. La matrice nulle de M,,(R) n’est pas inversible.

b. La notion d’inversibilité n’a de sens que pour les matrices carrées. En effet, méme si M et N
sont deux matrices rectangulaires telles que les produits M N et NM existent, les matrices
MN et NM ne sont de méme format (et ne peuvent donc étre égales) que si M et N sont
carrées).
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C. Matrices carrées inversibles

Exercice 7.3 On considere la matrice

—_

Vérifier que (M — I3)3 = 0.

2. En développant (M — I3)3 et en factorisant M, en déduire que M est inversible et préciser
la matrice M 1.

Remarques a. Bien retenir cet exemple, dont la méthode s’avérera tres utile dans un grand nombre de
situations.

b. On verra plus tard d’autres méthodes pratiques pour étudier 'inversibilité d’une matrice et
déterminer son inverse éventuelle.

Définition 7.12

Soit M une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R.

. On dit que M est inversible & gauche 8’1l existe une matrice N (appelée inverse de M & gauche) telle

que : NM = 1,.
it.  On dit que M est inversible & droite s’il existe une matrice M (appelée inverse de N a droite) telle
que : MN = 1,.

Théoreme 7.13

Soit M un élément de M,,(R). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est inversible,
it. il existe une matrice N de M, (R) telle que M N = I,,,
iii. il existe une matrice N de M, (R) telle que NM = I,,.

De plus, dans les points # et i, on a : M~1 = N.

Remarques a. Ce résultat sera démontré dans le chapitre 8. Espaces vectoriels.

b. Ainsi une matrice carrée est inversible si et seulement si elle est inversible & droite (ou a
gauche) et dans ce cas l'inverse, I'inverse & gauche et I'inverse a droite sont égales.

Proposition 7.14

Soient A, B, C' trois éléments de M,,(R).

i. Si A est inversible, alors A~ est inversible et : (A71)71 = A.

it. Si A est inversible, alors 'A est inversible et : (*fA)~! =*(A71).

iii. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et : (AB)~! = B71A~L.

iv. Si AB est inversible, alors A et B sont inversibles.
v.  Si A est inversible, alors : AB = AC = B =C.

Remarque Attention en particulier au dernier point. En effet, ’égalité AB = AC n’implique pas en général
que les matrices B et C' soient égales, méme si A n’est pas la matrice nulle. Par exemple, on

peut remarquer que :
0 1\ /1 1\ (0 1\ (/-1 2\ [0 1
0 0/J\O 1/ \0 O 0 1) \0o o0

Exercice 7.4 Démontrer la proposition [T4.
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C.2. Lien avec les systemes linéaires

Théoreme 7.15

Soit A € M,,(R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
i. A est inversible,
i. pour tout Y € M,, 1(R), le systéeme AX =Y admet une unique solution X € M,, 1(R),

iii. le systéme homogene AX = 0 admet une unique solution X € M,, 1(R).

Remarques a. Une preuve de ce théoréme sera proposée dans le chapitre 10 Applications linéaires.

b. Le théoréme [ZI3 est particulierement utile pour étudier I'inversibilité d’une matrice carrée.

Exemple 7.2 On considere la matrice

Pour tout X = (;j) appartenant & Mo 1(R), on a :

B z+2y\ (0
mx=o— (52— (0)

r+2y=0
2¢0 +y=0
=2
=N Yy
=3y =0
— X =0
ce qui prouve que M est inversible.
Remarques a. Bien retenir la méthode utilisée ici, qui sera tres souvent utilisée pour étudier l'inversibi-
lité d’une matrice carrée. Attention cependant, elle est inutile si 'on souhaite déterminer

I'inverse!
b. En revanche, elle peut étre adaptée pour déterminer l'inverse d’une matrice. En effet, on

peut remarquer que, si- A est inversible, 'unique solution X de I'équation AX = Y est
nécessairement X = A=Y,

Meéthode 7.16

Pour étudier l'inversibilité et, le cas échéant, déterminer 'inverse d’une matrice A carrée d’ordre n, on
peut résoudre, pour Y € M,, 1(R) quelconque fixé, le systeme linéaire AX =Y, par exemple & P'aide de
la méthode du pivot de Gauss.

Proposition 7.17

Une matrice triangulaire de M, (R) est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont
tous non nuls.
Par conséquent, un systéme triangulaire est de Cramer si et seulement si ses coefficients diagonaux sont
tous non nuls.

Remarques a. Ce résultat a été démontré dans le chapitre 6.. Calcul matriciel et systémes linéaires.

b. ATTENTION ! Ce résultat n’est vrai que si la matrice M est triangulaire. Par exemple, si
I’on consideére la matrice M définie par :

=)
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C. Matrices carrées inversibles 7

alors on peut remarquer que :
MM = I,

ce qui prouve que M est inversible (d’inverse M), bien que ses coefficients diagonaux soient
nuls.

Exemple 7.3 On reprend l'exemple précédent. Pour tout X = <I1> et Y = (Zl) appartenant & Mo 1(R),
2

Y2
on a :
2 =
MX =Y e {1272 =0 Lo ¢ Loy — 214
2$1+$2:y2
T1 +2T2 = Y1
—3xe = —2y1 + Yo
1 +2
T =—= -
1 3y1 3?/2
<
o2, 1
273y1 392
_(-1/3 2/3
<:>X(2/3 _1/3)}/

ce qui prouve que M est inversible et que :

M~ = <_21/é3 —21/?3)

1 -1 3
Exercice 7.5 1. Etudier inversibilité et, le cas échéant, déterminer linverse, de A= [ -1 2 1
3 -5 1

1 -1 1

2. Méme question avec la matrice B=(|1 0 -1

2 1 2

Proposition 7.18

Soit D une matrice diagonale de M, (R). D est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux

di,...,d, sont tous non nuls et dans ce cas, D~ ! est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont —, ..., —.
di”" " dy,
Preuve . . . . e . . .
¢ Une matrice diagonale est triangulaire, donc d’apres I3, D est inversible si et seulement
sidy,...,d, sont tous non nuls.
¢ On suppose maintenant que dy, ..., d, de D sont tous non nuls, on peut remarquer que :
! 0 0
d 0 - - 0 d;
1
: — 0
0 d2 0 d2
0 0 d 1
"\ o 0 —
dn,

ce qui prouve le résultat attendu.
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7. Matrices carrées

C.3. Le cas des matrices carrées d'ordre 2

Définition 7.19

Soit M une matrice carrée d’ordre 2, a coefficients dans R. On pose :
a b
M= o)
On appelle déterminant de M le réel : det(M) = ad — be.

Proposition 7.20

Soit M une matrice carrée d’ordre 2, a coefficients dans R. On pose :

v=(c 3

Alors M est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul et on a, dans ce cas :

o detiM) (dc _ab>

Exercice 7.6 On se propose de démontrer la proposition 20. Pour cela, on considére une famille (a, b, ¢, d)
d’éléments de R et on note :
a b
)

Vérifier que : M? — (a+ d)M + (ad —be) Iy = 0.

2. On suppose que : ad — bec # 0. Déduire du résultat précédent que M est inversible et
déterminer son inverse.

3.  On suppose maintenant que ad — bc = 0. Montrer que M n’est pas inversible (on pourra
raisonner par I'absurde).

C.4. Etude de I'inversibilité : méthode du pivot de Gauss

Dans ce paragraphe, n et p désignent deux entiers naturels non nuls.

Définition 7.21

Soit M € M,, ,(R). Les opérations suivantes sont appelées opérations élémentaires sur les lignes
de M (ou i et j sont deux éléments distincts de [1,n]) :

i. échanger les lignes i et j (opération notée L; <+ Lj),

it. multiplier la ligne ¢ par un scalaire &« non nul (opération notée L; < a L;),

iti. ajouter un multiple de ligne j a la ligne ¢ (opération notée L; < L; + aL;).

Lorsqu’on effectue une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de M, la matrice obtenue est dite
équivalente a M.
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Proposition 7.22

Soient M une matrice de M, ,(R), i et j deux éléments distincts de [1,n] et «, 8 deux éléments de R
tels que « # 0.

1. Effectuer I'opération élémentaire L; < « L; équivaut a multiplier M a gauche par la matrice diago-

nale
3 O OO
0 .
1 0
Da = E 0 «Q '.~ E Hiéme ligne
1
: . 0
0 oo cov eee e 0 1

it. Effectuer I'opération élémentaire L; <— o L; + 8 L; équivaut a multiplier M a gauche par la matrice
triangulaire (supérieure si i < j, inférieure sinon) :

0 .
1
Ta,g _ o . 5 . <« ¢ ligne
1
0
1 0
0 0 1
0
jéme
colonne

i11. Effectuer 'opération élémentaire L; <+ L; équivaut & multiplier & gauche par la matrice

S T P
0 .
1
0 . 1 «— géme ligne
P = 1
1 0 0 t. . 0 — jéme ligne
1
1 0
0 0 1
T T
iém,c Je’mr
colonne colonne

Remarque

On vérifie sans mal que les matrices D, et T,, 3 sont triangulaires et qu’aucun de leurs coefficients
diagonaux ne sont nuls si « # 0, donc que ces matrices sont inversibles. De plus, on peut
remarquer que P? = I,,, donc P est inversible (et P! = P). On en déduit de maniére immédiate

les résultats suivants :
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10 7. Matrices carrées

Théoreme 7.23

Soit M € M,,(R). M est inversible si et seulement si toute matrice déduite de M par une suite d’opé-
rations élémentaires sur les lignes est inversible.

Remarque Puisqu’effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice M revient a multiplier
M a gauche par une certaine matrice inversible, une idée pour étudier Vinversibilité de M
peut étre de partir de I'égalité M = I,M et d’effectuer des opérations élémentaires sur les
lignes de M jusqu’a en déduire la matrice I,, : cela revient en effet, lorsque cela est possible, a
multiplier successivement par des matrices Pi,..., P, a gauche jusqu’a obtenir une égalité de
la forme I,, = (P, Py—1 ... P1)M, qui permet d’affirmer que M est inversible et que son inverse
est M—' = P,P,_;...P;. Cela nous conduit & proposer la méthode suivante :

Meéthode 7.24 » Inversibilité d'une matrice par la méthode du pivot de Gauss

Pour étudier l'inversibilité d'une matrice carrée M = (m; j)i1<i,j<n €t, le cas échéant, déterminer son
inverse, on peut partir de ’égalité M = I,, M puis effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de
M et de I, (les mémes sur les deux matrices), en procédant comme suit :

1. Si les coefficients de la premiere colonne de M sont tous nuls, M n’est pas inversible.
2. Si 'un au moins des coefficients de la premiere colonne de M n’est pas nul, alors :
e simy; =0, et si 'un au moins des coefficients de la premiere colonne n’est pas nul, on échange

Ly avec L; ou L; est une ligne dont le premier coefficient n’est pas nul (on suppose pour la suite
que mq 1 # 0), mq1 est appelé premier pivot,

e pour tout entier ¢ compris entre 2 et n, on effectue I’opération élémentaire :
Li<—my1L; —m;q Ly

ces opérations ont pour effet d’annuler tous les coefficients de la premiere colonne, sauf le premier,

e on reproduit ensuite le raisonnement sur la sous-matrice formée par les n—1 dernieres colonnes et
les n — 1 dernieres lignes, et ainsi de suite jusqu’a obtenir une matrice triangulaire : si la matrice
triangulaire T' ainsi obtenue (appelée réduite de Gauss de M) est inversible (c’est-a-dire si
tous les coefficients diagonaux de 7" sont non nuls), alors M est également inversible, sinon, M
n’est pas inversible.

3. Dans le cas ou 'on a abouti & une équivalence du type
M=I,M <+ T=PM

ou T est une matrice triangulaire inversible, on poursuit les opérations élémentaires sur les lignes de
T et de P, jusqu’a déduire de T la matrice I,, et aboutir & une équivalence de la forme

M=ILM<+I,=QM

qui permet d’affirmer que : M~! = @ pour cela, on procéde comme dans les premiers points mais
en partant de la derniere colonne, puis ’avant derniere, et ainsi de suite.

Exemple 7.4 Ce long discours étant sans doute obscur, empressons nous de ’éclaircir par deux exemples
lumineux et étudions ainsi 'inversibilité des matrices :

2 1 5 1 1 0
A=|-1 1 -1 et B=|1 1 1
0 3 3 0 -1 -1
1. Ona:
2 5 1 0 0
A:L;A<:> -1 1 -1}]=10 1 0]A4 Lo« 2Lo+ Iy
0 3 0 0 1
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Exercice 7.7

2 1 5 100
A:I3A<:> 0 3 3|=(1 2 0]A L3+ L3 — Lo
0 3 3 0 0 1
2 1 5 1 0 0
<~ (0 3 3]=(1 2 0|A
0 0 O 0 -2 1
T

La matrice T est triangulaire et I'un au moins de ses coefficients diagonaux est nul, donc
elle n’est pas inversible, donc, comme elle est déduite de A par une suite d’opérations
élémentaires sur les lignes, A n’est pas inversible.

2. De méme, on a :

1 1 0 1 0 0
B=LB<~—[1 1 1 |]=10 1 0B Lo+ Ly — Ly
0 -1 -1 0 0 1
1 1 0 1 0 0
~— (0 O 1 |]=(-1 1 0]B Lo < L
0o -1 -1 0 0 1
1 1 0 0 0
<~ |0 -1 —-1}]=10 0 1|B
0 O 1 -1 1 0
N————
T

La matrice T est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls, donc elle est
inversible, ce qui permet d’affirmer que B est inversible. On poursuit donc les opérations,
en faisant L2 — L2 + L3 :

1 1 0 1 00
B=I3B«<~— [0 -1 0|=|-1 1 1]|B L+ L1+ Lo
0 0 1 -1 1 0
1. 0 0 0 1 1
~— (0 -1 0)=|-1 1 1|B Lo+ —1Lo
0 0 1 -1 1 0
0 1 1
<~ II3=|1 -1 —-1|B
-1 1 0

ce qui nous permet de conclure que B est inversible et :

0o 1 1
B1l=11 -1 -1
-1 1 0
Etudier I'inversibilité des matrices
1 0 -1 2 1000
-1 1 3 -1 111 1
M=11 9 1 of ¢ N=(; 2 34
1 2 3 1 1 3 2 1
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D. Correction des exercices

Correction de I’exercice 7-1
1. Soient M et N deux matrices triangulaires supérieures de M,,(R). On note :
M = (mijh<ij<n et N =(nij)i<ij<n

ou 'on a donc :
V(i,5) € [L,n]* /i> 4, mi;=ni;=0

On note également :
MN = (pij)iij<n

ou l'on a donc, par définition du produit matriciel :
n
.. 2
V(i,j) € [1,n]", pij = Zmzk N, j
k=1
et comme m;;, =0sii>k:
i
V(i,j) € [1,n]", pij = Zmi,k Nk j
k=1

et comme ng ; =0si k> j:
.. 2 . .
V(i,j) € [1,n]” /i>j, pij=0

donc :

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures de M, (R) est une matrice triangulaire
supérieure.

N.B. On démontre de maniere analogue que le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une

matrice triangulaire inférieure.
11\ /1 0\ (2 1
0 1/)\1 1) \1 1

S——
M N

2. On peut remarquer que :

donc, les matrices M et N étant triangulaires :

‘Le produit de deux matrices triangulaires n’est pas toujours une matrice triangulaire

Correction de I’exercice 7-2

Si on note P(z) = (x + 1)3, alorson a :

P(A)=(A+1)?

o 1 1\°
=1 00

-1 0 0

0 1 1\ /0 0 0
=1 o0ooffo 1 1
-1 0 0/ \o -1 -1
00 0
=(0o 0 o0

00 0

et donc :

P est un polynéme annulateur de A
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D. Correction des exercices 13

Correction de I'exercice 7-3

1. On a:
0 3 —2
M-I3=|(0 0 -1
00 0
et donc :
0 3 -2\ /0 3 -2 00 -3
(M-130*=(0 0 —-1]|{0o 0 -1]=10 0 0
00 0 00 0 00 0
d’ou :
03 -2\ /0 0 -3
(M-I3*=(0 0 —1|(0 0 0 |=0
00 0 00 0

2. D’apres la formule du binéme de Newton, on a alors :
M3 —3M?+3M —13=0

et donc :
M? —3M?* +3M =13

donc, en factorisant M & gauche (respectivement & droite) :
M (M? = 3M +3I3) = (M* - 3M + 3I3) M

et donc :

‘M est inversible et M~1 = M? — 3M + 313‘

Correction de I’exercice 7-4

7. On suppose que A est inversible. On a alors :
AA P =A"A=1,

ce qui prouve que A~! est inversible & gauche, d’inverse & gauche A, donc, d’aprés I3 et comme A~! est
une matrice carrée :

Si A est inversible, alors A~! est inversible et : (A71)~! = A‘

. On suppose que A est inversible. En tranposant 1’égalité AA~! = I,,, on obtient :
t(A—l) tA — In

ce qui prouve que ‘A est inversible & gauche, d’inverse & gauche t(A*I), donc, comme *A est une matrice
carrée :

Si A est inversible, alors ‘A est inversible et : (‘A)~! = (A7)

i77. On suppose que A et B sont inversibles. On peut alors écrire :
(AB)(BT'A™')=A(BB™')A™!
= Al A7!
= AA"!
=1,
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14 7. Matrices carrées

ce qui nous permet de conclure, comme AB est une matrice carrée :

Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et : (AB)~! = B*1A*j

iv. On suppose que AB est inversible. Il existe alors une matrice C' telle que :
(AB)C =C(AB) =1,

et alors :

A(BC)=1, et (CAB=I,

ce qui prouve que A est inversible a droite et que B est inversible & gauche, nous permettant de conclure,
comme A et B sont deux matrices carrées :

Si AB est inversible, alors A et B sont inversibles

v.  On suppose que A est inversible. On a alors :

AB = AC = A~ (AB) = A1 (AC)
— (A"1A)B = (A 1A)C

— B=C
Correction de I’exercice 7-5
T Y1
1. Soient X = [ 22 | et Y = | yo | deux éléments de M3 1(R). On a :
€3 Y3

x1— X2 +3r3 =11
AX =Y <= —x1 +2x5 + 13 = Yo
3$1—5I2+5€3=y3

Lo+ L1+ Ly
L3y <+ L3 —31,

x1 — 22+ 3x3 =1
= (T F+4r3 =Y + Yo L3y <+ L3+ 2L
—2x9 — 8wy = —3y1 + y3
x1 — 22+ 33 =1
= (w2 +4x3 =Yy1 + Y2
0=—y1+2y2+y3

(Sy)

Pour Y =0, le systeme (Sy) admet une infinité de solutions, donc on peut conclure :

A n’est pas inversible
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Z1 Y1
2. Soient X = |22 | et Y = | y2 | deux éléments de M3 1(R). On a :
Zs3 Y3

Ty — T2+ 23 =Y
BX =Y < <{x1—23=1> Lo+ Lo—Ly L3+ L3—2L4
221 + w9 + 223 = y3
Tl — T2+ 23 =Y
= (T2 — 223 =—Y1 + Yo
3ry = —2y1 + y3

1 1 1
$1:6y1+§y2+6y3
<~ x3:1y1—1y2+1y3
6 2 6
2 1
$2:*§y1+§y3
16 1/2 1/6
—X=[-2/3 0 13|y

/6 —1/2 1/6

ce qui nous permet de conclure :

16 1/2 1/6
B est inversible et B~1 = | =2/3 0  1/3
/6 —1/2 1/6

Correction de I’exercice 7-6

1. On a:
2 fa b\ [a b
» *<c d) <c d)
\ a2+ bec ab+bd
“\ac+cd be+d?
et alors :

a? + be ab+bd)_(a2+ad aberd) (adbc 0 )

2 -
M _(a+d)M+(ad_bc)I_<ac+cd be + d? ac+cd ad+ d? 0 ad — be

et donc :

| M2~ (a+d)M + (ad —be) I, = 0

2. Comme ad — bc # 0, on a, d’apres le résultat précédent :
(a4 d)M — M? = (ad — be) I,
et donc :

1
ad — be

[(a+d) T, — M] M = I

[(a+d) I — M], on a alors : NM = I, ce qui nous permet de conclure :

1
E t N =
n posan d—be

Si ad — be # 0, M est inversible et :

Mt ! [(a+d) Iy — M] ! (d _b)

:ad—bc :ad—bc —c a
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16 7. Matrices carrées

3. Comme ad —bc =0, 0n a :
M? —(a+d)M =0

Raisonnons alors par I'absurde et supposons que M soit inversible. En multipliant par M ~1, on obtient alors :

M—(CL-i—d)IQ:O

(%)=

a=b=c=d=0

c’est-a-dire :

et donc :

donc M = 0, ce qui contredit ’hypothese d’inversibilité de M, donc M n’est pas inversible. On peut alors
conclure :

Si ad — be = 0, alors M n’est pas inversible

Correction de I'exercice 7-7

» On applique la méthode du pivot de Gauss. On a :

—11 (1) _31 —21 (1) (1) 8 8 Ly Lyt 1y
M =I4M <~ = M L3 <+ L3 — 14
1 1 1 0 001 0 PO
1 2 3 1 0 00 1 4 4T
10 -1 2 100 0
01 2 1| [17100 Ls < Ls— Ly
=lo1 2 2|1 01 0|M Ly« Ly — 2L,
02 4 -1 “1. 00 1
10 -1 2 1 0 00
01 2 1 1 1 00
1o o0 0 —3| |-2 -1 1 0|M lacla-ls
00 0 -3 3 -2 0 1
10 -1 2 1 0 0 0
01 2 1 1 1 0 0
oo o =3 =2 -1 1 oM
00 0 0 1 -1 -1 1
T

La matrice T est triangulaire et I'un de ses coefficient diagonaux est nul, donc elle n’est pas inversible, ce
qui nous permet de conclure :

M n’est pas inversible

» Compte tenu de la premiere ligne de N, on peut adapter un peu la méthode en cherchant une matrice
triangulaire inférieure, déduite de N par opérations élémentaires sur les lignes :

100 0 100 0
A 111 1] [o100 Ly < Ly — Ly
N=LN<—=1|1 953 1|00 1 ol Licr,-Ls
13 21 000 1
10 0 0 1 0 0 0
02 1 0 0 -1 0 1
o1 -1 0l o o -1 1|V lTecletls
1 3 1 00 0 1
10 0 0 1 0 0
o3 0 o) _o 1 12,
01 -1 0]~ fo o -1 1
13 2 1 00 0 1

© www.stephanepreteseille.com. Diffusion et reproduction interdites, méme partiellement



D. Correction des exercices 17

La matrice T est triangulaire et aucun de ses coeflicients diagonaux n’est nul, donc elle est inversible.
Par conséquent on peut déja affirmer que N est inversible. On poursuit donc les opérations, en faisant

L3<¥3L37L26tL4<*L47L11

1 0 0 O 1 0 0 0
03 0 0 0o -1 -1 2
N—I4N<:> 00 -3 0 0 1 9 1 N L4<—L4—L2

03 2 1 -1 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 0
03 0 0 o -1 -1 2

<~ 00 -3 0 0 1 _9 1 N Ly« 3Ls+2L3
00 2 1 -1 1 1 -1
1 0 0 0 1 0 0 0

— 03 0 0 o -1 -1 2 N
00 -3 0 0 1 -2 1
00 0 3 -3 5 -1 -1

et donc, en divisant la deuxiéme et la quatrieme

ligne par 3, la troisieme ligne par —3 :

3 0 0 0

1 0O -1 =1 2
N—I4N<:>I4—§ 0 1 9 1 N

-3 5 -1 -1

ce qui nous permet de conclure :
3 0 0 0
110 -1 -1 2
. . -1 )~

N est inversible et N7* = slo -1 2 -1
-3 5 -1 -1
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