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Dans tout le probléme, on note E I’ensemble des fonctions u : Rt — R continues sur R vérifiant :

u(t)

il existe p € N tel que : lim =0
t—+

On remarquera que ’entier p dépend a priori de la fonction u considérée.

Partie | : Définition de la transformée de Laplace

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des fonctions définies sur R™ et
a valeurs dans R.

2. Soit v un élément de E.
Montrer, pour tout x € ]0; +oo[ : lim #*u(t)e ™ = 0.
t—-+o0
+oo
En déduire que, pour tout z € ]0; +oo[, 'intégrale / u(t) e~ dt est convergente.
0

Dans toute la suite du probléme, pour tout élément u de F, on définit la fonction L(u) sur |0; 4o00|
par :

+o0
Vo €10; +oo[, L(u)(z) = / u(t) e *tdt
0
3. Montrer, pour tout a € R et pour tout (u,v) € E? : L(au + v) = aL(u) + L(v).

Partie Il : Quelques exemples
4. Soit a € R fixé. On considere, pour tout i de {0, 1,2}, la fonction v; : RT™ — R définie par :
vVt ERY, wi(t) =t'e

Pour tout 7 de {0, 1,2}, montrer que la fonction v; appartient & E et, en utilisant par exemple des
résultats sur la loi exponentielle, calculer, pour tout z € ]0; +o00[, L(v;)(x).

5. Soit n € N fixé. On considére la fonction w,, : R* — R définie par :
Vt € RT, wy,(t) =t"

Montrer que la fonction w,, appartient a E et montrer :

n!
xn+1

Vo €10; +oof, L(wy,)(z) =

Partie Il : Propriétés des transformées de Laplace

6. Limite de L(u) en 400
Soit u un élément de E. Justifier qu’il existe p € N et A, M € RT tels que :

Vi [A; +ool, [u(t) <t et Wte[0: Al Ju(t)] < M

Etablir : Vt € RT, |u(t)| < M + tP. En déduire :  lim L(u)(z) = 0.

T—>—+00



Limite de L(u) en 0

+oo
Soit w un élément de E tel que I'intégrale / u(s) ds converge.
0
+oo
On note, pour tout ¢ de RT, R(t) = / u(s) ds.
t

a) Déterminer la limite en +o0o de R. Montrer que R appartient a E.
) Montrer que R est de classe C! sur RY et : Vt € R, R/(t) = —u(t).
¢) En déduire : Vx € ]0; +oo[, L(u)(x) = R(0) — zL(R)(x).

Soit € € ]0; 4+o0[. Justifier qu’il existe B € [0; +o0| tel que :

o

o,
~—

Vt € [B; +oof, [R(t)| <

| ™

B
En déduire : Vz € ]0; +oof, |L(u)(z) — R(0)| < x/ IR(#)| dt + g
0

+oo
e) Conclure : lim L(u)(x) = / u(t) dt.

Transformée de Laplace d’une dérivée

Soit u : Rt — R une fonction de classe C! sur R* telle que v’ € E.
a) Montrer qu’il existe p € N et A € [0; +o0o tel que :

tp+1

Vt € [A; +oof, |u(t)| < |u(A)| +
[ oof, |u(t)| < [u(A)] P

b) En déduire que u appartient a E.
¢) Etablir : Vo €]0; +oo[, L(uw)(z) = —u(0) + zL(u)(z).

Dérivée puis dérivée n°™€ d’une transformée de Laplace

Soit u un élément de E. On considére, pour tout n appartenant a N*, la fonction u, : Rt — R
définie par :

YVt € RT, u,(t) = t" ult)
a) Montrer que, pour tout n de N*, la fonction u,, appartient a E.

2
b) Montrer : Va € R, |[e® —1 —a| < %e'a‘.

c) Soient z € ]0; +oof et h € R* tel que |h| < g
—(z+h)t _ —axt 2
Montrer : V¢ € [0; +oo], % +te | < |h| %e—xt/2.
En déduire :
L — L 400
‘ (U)(I'—F hlzj (u)(ﬂj‘) + L(Ul)(ZE) < |}2L|/ +2 ’u(t)|e—:pt/2 dt
0

d) Montrer que L(u) est dérivable sur ]0; 400 et exprimer (L(u))" a I'aide de L(uy).

e) Montrer que L(u) est de classe C* sur |0; 00| et exprimer, pour tout n de N*, (L(u))™ a
laide de L(uy,).
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Partie IV : Application a la résolution d'une équation fonctionnelle

Dans cette partie, on cherche & déterminer une fonction v : Rt — R de classe C? sur RT vérifiant :
vt € RT, /() +5u/(t) + 6u(t) =e™* et w(0)=1 et u'(0)=—2

10. On suppose qu'il existe une fonction u : R* — R de classe C2 sur R, solution du probléme et
telle que v’ € E.

a) Montrer que u appartient a F et :
Vo € [0; +oof, L(u")(z) = —zu(0) — ' (0) + 2’ L(u)(x)
b) En déduire :
1
Vo € [0; +ool, (m2 + 5z + 6) L(u)(z) = o +3+x

11 n 1 1
2241 2243
11. En déduire une fonction u : RT™ — R solution du probléme posé.

puis : Vo € [0; +oo[, L(u)(z)
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