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Partie I. Etude d'une fonction f définie par une intégrale

400 et
1. Montrer que, pour tout x € R, Iintégrale /
0 r+t

dt converge.

On note alors f : R} — R I'application définie par :

+o0 et
Vo € RY, = dt.
o + f(@) /0 r+1i
2. Montrer que :
1 -1
Vo € RY > dt.
zeRY, f(z) /0 pourr
En déduire que :
li = +o00.
i /() = e
3. Montrer que :
1
VeeRY, 0< f(z) < —.
x
En déduire :
A I =0

+oo
4. Montrer que 'intégrale / te~tdt converge et que :
0

1
En déduire que : f(x) ~0 o
xT—r X

Partie Il. Une autre expression intégrale de f

A — Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’intégrale

5. Soit (z,h) € RY x R* tel que : h > —g.
+o00 —t
a) Montrer que 'intégrale —— dt converge.
) q g /O e g

b) Etablir :

1 1 1 1 2|h|
Vvt e RT, |= — < .
<R h<x+h+t a:+t>+(x+t)2 x3
¢) En déduire :
_ +o0 —t
feth—fe) , [* ¢ <2
h 0 (.T+t)2 .'133



6. Prouver que f est dérivable sur R et que :

, +00 et
vz € R, - _° _a
re® S0 == [ G

7. Montrer, pour tout z € R* et tout (¢, A) € ]0,1] x [1, 400 :
A —t —A —& A —t
/ b= / ©_dt,
. (z+1)? r+A x+4+e J. z+t

Vz e RY, f'(x) = —% + f(2).

8. En déduire :

9. Montrer que f est de classe C? sur R% et que :

vz € Ry, f'(a) = + /(@)

B - Intervention d’une fonction auxiliaire g
On note g : R} — R l'application définie par :
Ve e RY, g(z) =e *f(x).

10. Démontrer que g est dérivable sur R et que :

e—ZL'
Ve e RY, ¢'(z) = ——.
x
+00 —u
11. Montrer que, pour tout x € R, Iintégrale / —— du converge et que :
u
xr
+o0 e U
Ve e R, g(x) = / — du.
- u
Montrer alors que :
+00 g—u
Vr e RY, f(:n)—em/ —du
- U
12. Montrer que :
/+oo e U e T
. u T—+00 I
+oo e~ U
13. Quelle est la nature de la série Z n? / —du?
n u

n>1
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