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On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (Q2,.4,P), indépen-
dantes, et suivant toutes les deux la loi de Poisson de parametre A\, ou A désigne un réel strictement
positif. On se propose de déterminer un équivalent de la probabilité P(X = Y) lorsque A est au
voisinage de 4oc0.

Partie 1
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Pour tout entier naturel n, on pose u, = / (sin(t))" dt.
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1. a) Calculer ug et uq.
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Montrer que la suite (u,) est décroissante.

Etablir que : Vn € N, u,, > 0. En déduire que la suite (up) est convergente.
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2. a) Montrer, grace & une intégration par parties, que : ¥Yn € N, (n + 2)up12 = (n + 1)uy,.
1 (2n)! ™
b) En déduire que : Vn € Njug, = —————— X —.
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c) Montrer que : Vn € N, (n + 1)up41uy, = %

d) En déduire la valeur de ugp41.
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3. a) Calculer lim —2=2,
n—+00  Up

=1.

L1 \1s o s . Un+1
b) En déduire, en utilisant les variations de (uy,), que : lim —=-
n—+o00 Uy
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¢) Montrer enfin que 'on a : u, ~ —.
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Partie 2
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1. Etablir, pour tout réel z, la convergence de I'intégrale I(x) = — —dt.
P : g grale I(z) = — /_ e
Dans la suite de cette partie, x désigne un réel strictement positif.
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2. a) Montrer qu’il existe une constante M telle que : 0 < — / N dt< M
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b) Montrer que : Yu € [O, ] , 1< <1+
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3. a) En se référant a une loi normale, donner les valeurs de / e dt et / 2~ dt.
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b) Utiliser le changement de variable u = v/tz pour montrer que : / dt ~ ﬁ .
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¢) Montrer de la méme fagon que : / eTVEdt  ~ i
0 z—+00 2x\/T



4. a)
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Montrer, grace au changement de variable v =1 + ¢, que :
0 e~z e® 1 e~ uT
—— dt = — ——du
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Utiliser le résultat de la question 2b) pour en déduire que : I(z) ~ e"V27az.
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Partie 3

1. Exprimer comme somme d’une série la probabilité P(X =Y).

2. a)
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3. Etablir que : P(X =Y

On désigne par ¢t un réel de [—1, 1] et par = un réel strictement positif. Montrer que, pour tout
u compris entre 0 et —tx, on a : e* < e*.

Ecrire ensuite I'inégalité de Taylor-Lagrange a Pordre 2n pour la fonction u — e entre 0 et
—tx.
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Montrer que : Vk € N, / ——dt = uy.
0 1—1¢2
n ka 2x2n+1ex

Déduire des deux questions précédentes que : |I(x) — < U .
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Montrer enfin que : Vo > 0, I(z) = Z GRS
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